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We present a local principle based on the Dauns-Hofmann construction, which describes C∗-algebras in terms of
continuous sections of C∗-bundles.

1 Ââåäåíèå
Â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ È.Á. Ñèìîíåíêî [7,

8] âïåðâûå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ëîêàëüíî
ýêâèâàëåíòíûõ â òî÷êå îïåðàòîðîâ, íà îñíîâàíèè
êîòîðîãî áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ëîêàçèçàöèè,
ïîçâîëèâøàÿ óñïåøíî èññëåäîâàòü íîâûå
êëàññû ìíîãîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, â òîì ÷èñëå è ñ ðàçðûâíûìè ñèìâîëàìè,
à òàêæå óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè â êîíóñàõ [9]. Ýòà
òåîðèÿ î÷åíü ñêîðî ïîëó÷èëà íàçâàíèå ëîêàëüíîãî
ïðèíöèïà Ñèìîíåíêî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèÿìè
òîãî âðåìåíè, îíà áûëà íàöåëåíà íà èçó÷åíèå
èíäèâèäóàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ñâîäèëà èçó÷åíèå
Ôðåäãîëüìîâûõ ñâîéñòâ ê ëîêàëüíîé îáðàòèâîñòè.

Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó, óêàæåì ðÿä
ïîñëåäóþùèõ ðàáîò ïîñâÿùåííûì äðóãèì
âàðèàíòàì ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà [4, 6, 10, 11, 13, 14].
Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîãèå èç íèõ ôîðìóëèðóþòñÿ
äëÿ áàíàõîâûõ èëè C∗-àëãåáð, êàê ïðàâèëî,
îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïî ïðåæíåìó ñîñòîèò â ñâåäåíèè
îáðàòèìîñòè (Ôðåäãîëüìîâîñòè) ê ëîêàëüíîé îáðà-
òèìîñòè.

Óïîìÿíåì òàêæå íåçàâèñèìûé öèêë ðàáîò
ïðèìåðíî òîãî æå âðåìåíè, ïîñâÿùåííûé îïèñàíèþ
àëãåáð è êîëåö íåïðåðûâíûìè ñå÷åíèÿìè [3, 12, 15,
16, 17, 18, 19].

Îòìåòèì îñîáî, ÷òî çíà÷åíèå ëîêàëüíîãî
ïðèíöèïà äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåòñÿ âîçìîæíîñòüþ
ñâåäåíèÿ îáðàòèìîñòè (Ôðåäãîëüìîâîñòè) ê
ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè. Çäåñü î÷åíü âàæíà
âîçìîæíîñòü ãëîáàëüíîãî îïèñàíèÿ èñõîäíîé
àëãåáðû îïåðàòîðîâ (èëè åå àëãåáðû ñèìâîëîâ) â
öåëîì, èñõîäÿ èç îïèñàíèÿ åå ëîêàëüíûõ àëãåáð.
Ýòî òåì áîëåå âàæíî ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ
íåêëàñè÷åñêèõ (ðàçðûâíûõ) ñëó÷àåâ, êîãäà àëãåáðà,
ïîðîæäåííàÿ íà÷àëüíûìè îáðàçóþùèìè, íå
ñâîäèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè âñåõ îáðàçóþùèõ, à
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé îáúåêò.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò
ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà, äàþùèé ãëîáàëüíîå
îïèñàíèå èññëåäóåìîé àëãåáðû â òåðìèíàõ
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî êàíîíè÷åñêèì
îáðàçîì ïîñòðîåííîãî C∗-ðàññëîåíèÿ. Íàø
ïîäõîä îñíîâàí íà îáùèõ êîíñòðóêöèÿõ ðàáîò
[12, 17] è ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [19]. Îòìåòèì,
÷òî ïðåäëàãàåìûé ëîêàëüíûé ïðèíöèï äàåò, â

èçâåñòíîì ñìûñëå, íåêóþ îáùóþ êîíöåïöèþ
äëÿ öåëîãî ðÿäà ïðèíöèïîâ, êàê èçâåñòíûõ è,
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, "ñòàíäàðòíûõ", òàê è
"èíäèâèäóàëüíûõ", ó÷èòûâàþùèõ ñïåöèôè÷åñêèå
ñâîéñòâà èçó÷àåìûõ àëãåáð.

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî
âòîðîì ïàðàãðàôå ìû íàïîìèíàåì îïðåäåëåíèå
C∗-ðàññëîåíèÿ. Ñëåäóþùèå äâà ïàðàãðàôà
ïîñâÿùåíû îïèñàíèþ äâóõ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå,
ïðîòèâîïîëîæíûõ êàíîíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé:
ïîñòðîåíèþ C∗-àëãåáðû ïî çàäàííîìó C∗-
ðàññëîåíèþ è ïîñòðîåíèþ C∗-ðàññëîåíèÿ ïî
çàäàííîé C∗-àëãåáðå è íåêîòîðîé ñèñòåìå åå
èäåàëîâ. Ëîêàëüíûé ïðèíöèï îáñóæäàåòñÿ â ïÿòîì
ïàðàãðàôå, à îäíîìó èç íàèáîëåå âàæíûõ åãî
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ - ëîêàëüíîìó ïðèíöèïó Äóãëàñà-
Âàðåëû - ïîñâÿùåí øåñòîé ïàðàãðàô. Â ïîñëåäíåì,
ñåäüìîì, ïàðàãðàôå óêàçàíû íåêîòîðûå ïðèìåðû
ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà.

2 C∗-ðàññëîåíèÿ
Íà÷íåì ñ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé.
Ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ òðîéêà ξ = (p, E, T ),

ãäå E è T - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à p :
E −→ T - íåïðåðûâíîå ñþðüåêðèâíîå îòîáðàæåíèå.
Ìíîæåñòâî T íàçûâàåòñÿ áàçîé ðàññëîåíèÿ, à
ìíîæåñòâî ξ(t) = p−1(t) íàçûâàåòñÿ ñëîåì íàä
òî÷êîé t ∈ T .

Ïóñòü V - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
T , ôóíêöèÿ σ : V −→ E íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ ξ, åñëè p(σ(t)) = t äëÿ âñåõ
t ∈ V (èëè σ(t) ∈ ξ(t) äëÿ âñåõ t ∈ V ). Ïðè
V = T , ñå÷åíèå íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì (èëè ïðîñòî
ñå÷åíèåì).

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé
ðàññëîåíèÿ ξ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γ(ξ). Â
äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåïðåðûâíûå ñå÷åíèÿ.

Ââåäåì

E ∨ E = {(x, y) ∈ E × E : p(x) = p(y)}.

Ðàññëîåíèå ξ = (p,E, T ) íàçûâàåòñÿ a C∗-
ðàññëîåíèåì, åñëè êàæäûé ñëîé ξ(t), t ∈ T , íàäåëåí
ñòðóêòóðîé C∗-àëãåáðû, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà
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1. ôóíêöèè

(x, y) 7→ x + y : E ∨ E → E

(x, y) 7→ x · y : E ∨ E → E

(α, x) 7→ αx : C× E → E

x 7→ x∗ : E → E

íåïðåðûâíû;
2. ïîäìíîæåñòâà âèäà

UV (σ, ε) = {x ∈ E : p(x) ∈ V, ‖x−σ(p(x))‖ < ε}

îáðàçóþò áàçó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà E. Çäåñü V - îòêðûòîå â T
ìíîæåñòâî, σ - íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå ξ íàä V è
ε > 0,

Ïðè V = T ìíîæåñòâî

U(σ, ε) = UT (σ, ε) = {x ∈ E : ‖x− σ(p(x))‖ < ε},

íàçûâàåòñÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà ε
ñå÷åíèÿ σ.

Ïóñòü s - íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ ξ,
òîãäà ìíîæåñòâî

V = s−1(U(σ, ε))
= {t ∈ T : ‖s(t)− σ(t)‖ < ε}
= {t ∈ T : ‖(s− σ)(t)‖ < ε}

îòêðûòî â T . È, òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî a ∈
Γ(ξ) ìíîæåñòâî

V (a, ε) = {t ∈ T : ‖a(t)‖ < ε},

îòêðûòî â T .
Åñëè êàæäàÿ C∗-àëãåáðà ξ(t) èìååò åäèíèöó e(t)

è ñå÷åíèå e : t → e(t) íåïðåðûâíî, òî ðàññëîåíèå ξ
íàçûâàåòñÿ C∗-ðàññëîåíèåì ñ åäèíèöåé.

3 C∗-àëãåáðà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàññëî-
åíèåì

Äëÿ êàæäîãî C∗-ðàññëîåíèÿ ξ = (p,E, T )
ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêè îïðåäåëÿåìàÿ C∗-àëãåáðà,
ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì ðàññëîåíèåì. À èìåííî, êàê ëåãêî
âèäåòü, ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ
ñå÷åíèé σ ðàññëîåíèÿ ξ = (p, E, T ), ñíàáæåííîå
ïîêîìïîíåíòíûìè îïåðàöèÿìè è íîðìîé

‖σ‖ = sup
t∈T

‖σ(t)‖

ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé.
Ìû áóäåì íà îáîçíà÷àòü ýòó àëãåáðó ÷åðåç

Γb(ξ) è íàçûâàòü C∗-àëãåáðîé, îïðåäåëåííîé C∗-
ðàññëîåíèåì ξ = (p,E, T ).

Ëåììà 3.1. Äëÿ êàæäîãî ñå÷åíèÿ σ ∈ Γ(ξ)
ôèíêöèÿ ‖ · ‖ : t → ‖σ(t)‖ ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó.
Proof. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî äëÿ
êàæäîé òî÷êè t0 ∈ T è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε
íàéòè îêðåñòíîñòü V òî÷êè t0 òàêóþ, ÷òî

‖σ(t)‖ < ‖σ(t0)‖+ ε,

äëÿ âñåõ ÷òî t ∈ V . Èñêîìîé îêðåñòíîñòüþ, êàê
ëåãêî âèäåòü, áóäåò

V = V (σ, ‖σ(t0)‖+ε) = {t ∈ T : ‖σ(t)‖ < ‖σ(t0)‖+ε}.

Ìíîæåñòâî Cb(T ) âñåõ íåïðåðûâíûõ
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà T îáðàçóþò, î÷åâèäíûì
îáðàçîì, C∗-àëãåáðó îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ
îïåðàöèé è ñóïðåìóì íîðìû.
Ëåììà 3.2. Àëãåáðà Γb(ξ) ÿâëÿåòñÿ Cb(T )-
ìîäóëåì.
Proof. Ìû äîêàæåì òîëüêî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ñå÷åíèÿ σ ∈ Γb(ξ) è êàæäîé ôóíêöèè a ∈ Cb(T ) èõ
ïðîèçâåäåíèå aσ ïðèíàäëåæèò Γb(ξ), ãäå (aσ)(t) =
a(t)σ(t), äëÿ âñåõ t ∈ T .

Çàôèêñèðóåì σ è a, è äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü
ñå÷åíèÿ aσ â ëþáîé òî÷êå t0 ∈ T . Ïóñòü M =
‖σ‖ = supt ‖σ(t)‖. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà UV (s, ε), âõîäÿùåãî â áàçó òîïîëîãèè íà
E, è òàêîãî, ÷òî (aσ)(t0) ∈ UV (s, ε), ñóùåñòâóåò
îòêðûòîå ìíîæåñòâî V0(⊂ T ), ñîäåðæàùåå òî÷êó t0,
òàêîå, ÷òî (aσ)(t) ∈ UV (s, ε), äëÿ âñåõ t ∈ V0.

Ïîñêîëüêó (aσ)(t0) ∈ UV (s, ε), òî t0 ∈ V è
ε0 = ‖a(t0)σ(t0) − s(t0)‖ < ε. Ïóñòü δ = (ε − ε0).
Ââåäåì ñëåäóþùèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà

V1 = {t ∈ T : |a(t)− a(t0)| < δ

3M
},

V2 = V (a(t0)σ − s, ε0 +
δ

3
)

= {t ∈ T : ‖a(t0)σ(t)− s(t)‖ < ε0 +
δ

3
}.

Òîãäà ìíîæåñòâî V0 = V ∩ V1 ∩ V2 îòêðûòî â T è
ñîäåðæèò òî÷êó t0. Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
t ∈ V0 èìååì

‖a(t)σ(t)− s(t)‖
≤ ‖a(t)σ(t)− a(t0)σ(t)‖+ ‖a(t0)σ(t)− s(t)‖
≤ |a(t)− a(t0)| · ‖σ(t)‖+ ‖a(t0)σ(t)− s(t)‖
<

δ

3M
·M + ε0 +

δ

3
< ε.

Ñëåäîâàòåëüíî a(t)σ(t) ∈ UV (s, ε), äëÿ âñåõ t ∈
V0.

Ëåììà 3.3. Åñëè ïðîñòðàíñòâî T - êâàçèêîì-
ïàêòíî, òî Γb(ξ) = Γ(ξ) è Cb(T ) = C(T ).
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Proof. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîëüêî
ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü σ ∈ Γ(ξ). Êàæäîå
ìíîæåñòâî Vn = V (σ, n) = {t ∈ T : ‖σ(t)‖ <
n} îòêðûòî â T , à ñèñòåìà {Vn}n∈N îáðàçóåò
ïîêðûòèå T . Òîãäà èç êâàçèêîìïàêòíîñòè T
ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ‖σ(t)‖, è, òàêèì îáðàçîì,
σ ∈ Γb(ξ).

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî T
íàçûâàåòñÿ êâàçè-âïîëíå ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ
êàæäîé òî÷êè t0 ∈ T è ëþáîãî çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà Y (⊂ T ), íå ñîäåðæàùåãî t0, ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : T → [0, 1] òàêàÿ, ÷òî

f(t0) = 0, f |Y ≡ 1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû
Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà äëÿ C∗-ðàññëîåíèé.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ξ = (p,E, T ) - C∗-ðàññëîåíèå
íàä êâàçèêîìïàêòíûì êâàçè-âïîëíå ðåãóëÿðíûì
ïðîñòðàíñòâîì T . È ïóñòü A - çàìêíóòûé C(T )-
ïîäìîäóëü Γ(ξ) (= Γb(ξ)) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ T
ìíîæåñòâî A(t) = {a(t) : a ∈ A} ïëîòíî â ñëîå
ξ(t) = p−1(t). Òîãäà A = Γ(ξ).
Proof. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ∈ Γ(ξ) è ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ A òàêîé, ÷òî

‖σ − a‖ = sup
t∈T

‖σ(t)− a(t)‖ < ε.

Çàôèêñèðóåì σ è ε. Äàëåå, äëÿ êàæäîé òî÷êè t0 ∈ T
íàéäåì ýëåìåíò at0 ∈ A òàêîé, ÷òî ‖σ(t0)−at0(t0)‖ <
ε. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî

V ′
t0 = V (σ − at0 , ε) = {t ∈ T : ‖σ(t)− at0(t)‖ < ε}

îòêðûòî â T è ñîäåðæèò òî÷êó t0.
Ïîëüçóÿñü êâàçè-âïîëíå ðåãóëÿðíîñòüþ, äëÿ

òî÷êè t0 è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Yt0 = T \ V ′
t0

íàéäåì íåïðåðûâíóþ íà T ôóíêöèþ ft0 : T → [0, 1]
òàêóþ, ÷òî

ft0(t0) = 1, ft0 |Yt0
≡ 0.

Ìíîæåñòâî

Vt0 = {t ∈ T : ft0(t) > 0},
î÷åâèäíûì îáðàçîì, îòêðûòî è ñîäåðæèò òî÷êó t0.
Äàëåå, èç ïîêðûòèÿ {Vt}t∈T âûáèðàåì êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå, ïóñòü {Vtk

}n
k=1. Ââåäåì ôóíêöèè

ψk =
ftk∑n

j=1 ftj

, k = 1, 2, ..., n.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè ψk : T → [0, 1] íåïðå-
ðûâíû è

∑n
k=1 ψk ≡ 1. Êðîìå òîãî, êàê ëåãêî

âèäåòü,

‖ψk(t)σ(t)−ψk(t)atk
(t)‖ = ψ(t)‖σ(t)−atk

(t)‖ < ψk(t)ε,

äëÿ âñåõ t ∈ T . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò a =

∑n
k=1 ψkatk

ïðèíàäëåæèò
A è

‖σ − a‖ = sup
t∈T

‖
n∑

k=1

ψk(t)(σ(t)− atk
(t))‖

≤ sup
t∈T

n∑

k=1

‖ψk(t)(σ(t)− atk
(t))‖

= sup
t∈T

n∑

k=1

ψk(t)‖σ(t)− atk
(t)‖

< sup
t∈T

n∑

k=1

ψk(t) · ε = ε.

4 C∗-ðàññëîåíèå, îïðåäåëåííîå C∗-
àëãåáðîé è íåêîòîðîé ñèñòåìîé åå
èäåàëîâ

Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðàÿ C∗-àëãåáðà A è
íåêîòîðàÿ ñèñòåìà åå çàìêíóòûõ äâóñòîðîííèõ
èäåàëîâ JT = {J(t) : t ∈ T}, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
òî÷êàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà T . Ïðèâåäåì
êàíîíè÷åñêóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ C∗-
ðàññëîåíèÿ èñõîäÿ èç âûøåïðèâåäåííûõ äàííûõ.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ T ââåäåì ôàêòîð
àëãåáðó A(t) = A/J(t). ×åðåç a(t) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü îáðàç ýëåìåíòà a ∈ A â A(t). Ââåäåì
íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå C∗-àëãåáð A(t)

E =
⊔

t∈T

A(t).

Íà ìíîæåñòâå E åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò
àääèòèâíàÿ ãðóïïà A: êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A
ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå

ga : E → E,

çàäàííîå ïðàâèëîì

ga : x(t) 7−→ (x + a)(t).

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, îðáèòà êàæäîé òî÷êè
x = x(t) (∈ A(t)), ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû A,
ñîâïàäàåò ñ ôàêòîð àëãåáðîé A(t), à ìíîæåñòâî
âñåõ îðáèò ïàðàìåòðèçóåòñÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà
T . Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îðáèòû ïîðîæäàåò ïðîåêöèþ

p : x(t) ∈ E 7−→ t ∈ T,

ïðè÷åì p−1(t) = A(t).
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Ââåäåì òåïåðü íà ìíîæåñòâàõ E è T òîïîëîãèè,
ïðåâðàùàþùèå òðîéêó ξ = (p,E, T ) â ðàññëîåíèå.
Êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A ïîðîæäàåò ñå÷åíèå ã : T →
E ïî ïðàâèëó

ã : t 7−→ a(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ã ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñå÷åíèé.
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî ñå÷åíèÿ ã ∈ Ã ââåäåì
ìíîæåñòâî

U(ã, ε) = {x ∈ E : ‖x− ã(p(x))‖ < ε}.

Ñíàáäèì ìíîæåñòâî E òîïîëîãèåé, ïðåäáàçà
êîòîðîé ñîñòîèò èç âñåõ ìíîæåñòâ òèïà U(ã, ε).

Çàìå÷àíèå 4.1. Òîïîëîãèÿ êàæäîãî ñëîÿ ξ(t) =
A(t), ïîðîæäåííàÿ ôàêòîð íîðìîé ‖x(t)‖ =
infz∈J(t) ‖x + z‖, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ñëîÿ
ξ(t), ïîðîæäåííîé ñóæåíèåì íà ξ(t) òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà E.

Ñíàáäèì òåïåðü áàçó T ðàññëîåíèÿ ξ =
(p, E, T ) òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà îðáèò, èëè
ôàêòîð òîïîëîãèåé: ñèëüíåéøåé èç òîïîëîãèé, ïðè
êîòîðûõ ïðîåêöèÿ p : E → T íåïðåðûâíà.

Ëåììà 4.2. 1. Îòîáðàæåíèå p : E → T -
îòêðûòîå.

2. Ââåäåííàÿ íà T òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñî
ñëàáåéøåé èç òîïîëîãèé, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ âñå îòîáðàæåíèÿ ã ∈ Ã íåïðåðûâíû.

3. Ïðåäáàçà òîïîëîãèè íà T çàäàåòñÿ ñèñòåìîé
ìíîæåñòâ âèäà

V (ã, ε) = {t ∈ T : ‖ã(t)‖ < ε}.

Proof. Äëÿ êàæäîãî a ∈ A îòîáðàæåíèå

ga : x(t) 7−→ (x + a)(t)

ìíîæåñòâà E íà ñåáÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íî è g−1
a =

g−a. Äàëåå

g−1
a (U(b̃, ε)) = g−a(U(b̃, ε))

= {x ∈ E : ‖x + a(p(x))− b̃(p(x))‖ < ε}
= U((̃b− a), ε).

Òàêèì îáðàçîì êàæäîå îòîáðàæåíèå ga ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà E. Ïîêàæåì òåïåðü,
÷òî îòîáðàæåíèå p : E → T - îòêðûòîå. Ïóñòü
U - îòêðûòîå â E ìíîæåñòâî, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî V = p(U) îòêðûòî â T . Ïîñêîëüêó
V = p(p−1(V )), òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôàêòîð
òîïîëîãèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
p−1(V ) îòêðûòî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ

p−1(V ) =
⋃

a∈A
ga(U),

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî p−1(V ) - îòêðûòîå. Òàêèì
îáðàçîì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Äàëåå, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå p : E → T
îòêðûòî, òî ïðåäáàçà òîïîëîãèè íà T ìîæåò áûòü
îïèñàíà, êàê îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè p ïðåäáàçû
îòêðûòûõ â E ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå ïðåäáàçû
òîïîëîãèè íà E âîçüìåì ñèñòåìó âñåõ ìíîæåñòâ
âèäà

U = U(ã, ε1) ∩ U(b̃, ε2)
= {x ∈ E : ‖x− ã(p(x))‖ < ε1,

‖x− b̃(p(x))‖ < ε2},
ãäå a è b - ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç A, à ε1 è ε2 -
ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Òîãäà ïðåäáàçà òîïîëîãèè â T ñîñòîèò èç
ìíîæåñòâ âèäà

V = p(U) = {t ∈ T : ‖ã(t)− b̃(t)‖ < ε1 + ε2}
= {t ∈ T : ‖(a− b)(t)‖ < ε}
= V (ã− b, ε),

ãäå ε = ε1 + ε2.
Äàëåå, ïðåäáàçà ñëàáåéøåé èç òîïîëîãèé,

äëÿ êîòîðûõ íåïðåðûâíû âñå ñå÷åíèÿ ã ∈ Ã
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî
ñå÷åíèÿ ã ∈ Ã è ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U
èç íåêîòîðîé ïðåäáàçû òîïîëîãèè íà E ìíîæåñòâî
ã−1(U) äîëæíî áûòü îòêðûòî. Âûáåðåì U = U(b̃, ε),
òîãäà

ã−1(U) = p(U ∩ ã(T ))
= {t ∈ T : ‖ã(t)− b̃(t)‖ < ε}
= {t ∈ T : ‖(a− b)(t)‖ < ε}
= V (ã− b, ε).

Òàêèì îáðàçîì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû
äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ
äîñòàòî÷íî â îïèñàííîé âûøå ïðåäáàçå íà T
çàìåíèòü ýëåìåíò a− b ∈ A íà ýëåìåíò a ∈ A.

Ââåäåííàÿ íà T òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ ∗-
ðàññëîåííîé òîïîëîãèåé.

Ëåììà 4.3. Îïèñàííîå ðàññëîåíèå ξ = (p,E, T )
ÿâëÿåòñÿ C∗-ðàññëîåíèåì.

Proof. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîëüêî
âòîðîãî ñâîéñòâà â îïðåäåëåíèè C∗-ðàññëîåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà

UV (s, ε) = {x ∈ E : p(x) ∈ V and ‖x−s(p(x))‖ < ε}
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Çäåñü V - îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî â T , ε > 0, à s - íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå íàä V .
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Ïóñòü x0 ∈ UV (s, ε), ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà x0 -
âíóòðåííÿÿ. Ïóñòü t0 = p(x0), s0 = s(t0), σ0 =
1
2 (s0 + x0), δ = ‖x0 − s0‖ < ε è ε0 = 1

2 (δ + 1
2 (ε −

δ)) < 1
2 · ε. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò àëãåáðû A òàêîé, ÷òî σ(t0) = σ0 (∈ A(t0)).
Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî U = U(σ̃, ε0). Êàê
ëåãêî âèäåòü, îáå òî÷êè x0 è s0 ïðèíàäëåæàò U . Èç
íåïðåðûâíîñòè ñå÷åíèÿ s âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî

V0 = s−1(U) = p(U ∩ s(V ))

îòêðûòî, êðîìå òîãî V0 ⊂ V . Ïðîåêöèÿ p : E → T
íåïðåðûâíà, à çíà÷èò ìíîæåñòâî p−1(V0) îòêðûòî â
E. À òîãäà îòêðûòî è ñëåäóþùåå èíîæåñòâî

U0 = U(σ̃, ε0) ∩ p−1(V0).

Êàê ëåãêî âèäåòü,

x0 ∈ U0 ⊂ UV (s, ε),

è, òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x0 - âíóòðåííÿÿ.

Îïèñàííîå âûøå C∗-ðàññëîåíèå ξ = (p,E, T )
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì C∗-ðàññëîåíèåì, îïðåäå-
ëåííûì C∗-àëãåáðîé A è ñèñòåìîé åå çàìêíóòûõ
äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ JT = {J(t) : t ∈ T}.

5 Îáùèé ëîêàëüíûé ïðèíöèï
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

âàðèàíòîâ îáîáùåíèÿ íà (íåêîììóòàòèâíûå) C∗-
àëãåáðû ïðåäñòàâëåíèÿ Ãåëüôàíäà êîììóòàòèâíûõ
áàíàõîâûõ àëãåáð.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü A - C∗-àëãåáðà è JT =
{J(t) : t ∈ T} - íåêîòîðàÿ ñèñòåìà åå çàìêíóòûõ
äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ. Äàëåå, ïóñòü ξ = (p,E, T ) -
êàíîíè÷åñêîå C∗-ðàññëîåíèå, îïðåäåëåííîå A è JT , è
ïóñòü Γb(ξ) - C∗-àëãåáðà, îïðåäåëåííàÿ ðàññëîåíèåì
ξ = (p,E, T ). Òîãäà îòîáðàæåíèå

π̃ : a ∈ A 7−→ ã ∈ Γb(ξ)

ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì C∗-àëãåáð A è Γb(ξ) òàêèì,
÷òî
1. ker π̃ =

⋂
t∈T J(t),

2. Im π̃ = Ã.
Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå π̃ : A → Ã ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðè÷åñêèì ∗-èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ⋂

t∈T

J(t) = {0}.

Proof. Äåéñòâèòåëüíî, π̃(a) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ T , ÷òî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî a ∈ J(t) äëÿ âñåõ

t ∈ T , èëè a ∈ ⋂
t∈T J(t). Äëÿ çàâåðøåíèÿ

äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì î
êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ìîðôèçìîâ C∗-àëãåáð,
ñì., íàïðèìåð, [5], ïóíêò 1.8.3.

Êîíñòðóêöèÿ C∗-ðàññëîåíèÿ, îïðåäåëåííîãî C∗-
àëãåáðîé A è ñèñòåìîé åå èäåàëîâ JT , ñîâìåñòíî ñ
òåîðåìîé 5.1 äàþò, ïî ñóùåñòâó, îáùóþ êîíöåïöèþ
ëîêàëüíûõ ïðèíöèïîâ â òåîðèè C∗-àëãåáð, êàê
ñïîñîá èçîìîðôíîãî îïèñàíèÿ C∗-àëãåáðû A (èëè
A/T

t∈T J(t)) íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î "áîëåå
ïðîñòûõ îáúåêòàõ", òàê íàçûâàåìûõ ëîêàëüíûõ
àëãåáðàõ.

Ñëó÷àé, êîãäà
⋂

t∈T J(t) = {0}, ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå âàæíûì, ïîñêîëüêó çäåñü ìû ïîëó÷àåì
èçîìîðôíîå îïèñàíèå èñõîäíîé àëãåáðû A. Ïðè
èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðíîé àëãåáðû A,
ñîäåðæàùåé èäåàë K êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, ëèáî
ïðè èçó÷åíèè Ôðåäãîëüìîâûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ
èç A, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà

⋂
t∈T J(t) =

K. Çäåñü ìû äàåì èçîìîðôíîå îïèñàíèå àëãåáðû
Êàëêèíà, èëè àëãåáðû (Ôðåäãîëüìîâûõ) ñèìâîëîâ,
SymA = A/K èñõîäíîé àëãåáðû A.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåò ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ýòè äâà íàèáîëåå âàæíûå äëÿ íàñ ñëó÷àÿ.

Ïóñòü çàäàíû C∗-àëãåáðà A è íåêîòîðàÿ
ñèñòåìà åå çàìêíóòûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ
JT , ïàðàìåòðèçîâàííûõ òî÷êàìè ìíîæåñòâà
T . Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî áóäåì
ëîêàëèçîâàòü àëãåáðó A ïî òî÷êàì ìíîæåñòâà T .
Ýëåìåíòû a1 è a2 àëãåáðû A íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíî
ýêâèâàëåíòíûìè â òî÷êå t ∈ T (a1

t∼ a2), åñëè
a1 − a2 ∈ J(t). Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ πt : A →
A(t) îòîæäåñòâëÿåò âñå ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûå
â òî÷êå t ýëåìåíòû àëãåáðû A, à ôàêòîð àëãåáðà
A(t) = A/J(t) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé àëãåáðîé â
òî÷êå t ∈ T . Äëÿ ýëåìåíòà a ∈ A åãî ïðîåêöèÿ
πt(a) = a(t) â ôàêòîð àëãåáðå A(t) íàçûâàåòñÿ
èíîãäà ëîêàëüíûì ïðåäñòàâèòåëåì a â ëîêàëüíîé
àëãåáðå A(t).

Ïðè ýòîì:
1. Èíòåðåñóþùàÿ íàñ àëãåáðà (A, åñëè⋂

t∈T J(t) = {0}, èëè SymA, åñëè ⋂
t∈T J(t) =

K) îïèñûâàåòñÿ ïî ñâîèì ëîêàëüíûì
àëãåáðàì êàíîíè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé: êàê
àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé êàíîíè÷åñêè
îïðåäåëåííîãî C∗-ðàññëîåíèÿ íàä T .

2. Íîðìà êàæäîãî ýëåìåíòà îïèñûâàåìîé
àëãåáðû (A èëè SymA) ðàâíà ñóïðåìóìó
íîðì âñåõ åãî ëîêàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé:
supt∈T ‖a(t)‖.

Äëÿ èñõîäíîé C∗-àëãåáðû A êàæäûé
êîíêðåòíûé âûáîð ñèñòåìû JT åå èäåàëîâ (ñî
ñâîéñòâîì, ñêàæåì,

⋂
t∈T J(t) = {0}) îïðåäåëÿåò

ñâîþ ñïåöèôè÷åñêóþ âåðñèþ ëîêàëüíîãî
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ïðèíöèïà ñî ñâîèì ñïåöèôè÷åñêèì ëîêàëèçóþùèì
ìíîæåñòâîì T . Âìåñòå ñ òåì åñòü íåñêîëüêî
ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü
àïðèîðè, ÷òî

⋂
t∈T J(t) = {0}. Îäèì èç íàèáîëåå

ðàñïðîñòðàíåííûõ òàêèõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ, òàê
íàçûâàåìûé, ëîêàëüíûé ïðèíöèï Äóãëàñà-Âàðåëû.
Ìû ðàññìîòðèì åãî ïîäðîáíî â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå.

Âîïðåêè äîñòàòî÷íî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîìó
ìíåíèþ, îòìåòèì
Çàìå÷àíèå 5.2. Íåâîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî
ïðèìåíåíèÿ êàêîãî ëèáî èç ñòàíäàðòíûõ ëîêàëüíûõ
ïðèíöèïîâ (íàïðèìåð ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà
Äóãëàñà-Âàðåëû) íå èñêëþ÷àåò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ïðîöåäóðó ëîêàëèçàöèè. Èñïîëüçóÿ ñïåöèôè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîé C∗-àëãåáðû A, çà÷àñòóþ
ìîæíî "âðó÷íóþ" ïîñòðîèòü íåîáõîäèìóþ äëÿ
ëîêàëèçàöèè ñèñòåìó èäåàëîâ JT .

Äðóãèì ðàñïðîñòðàíåííûì ñòàíäàðòíûì ñëó-
÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà èäåàëîâ JT = PrimA,
ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ïðèìèòèâíûõ èäåàëîâ èçó÷àåìîé
C∗-àëãåáðû A. Êàê õîðîøî èçâåñòíî,

⋂

PrimA
Pt = {0}.

Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ ëîêàëüíàÿ àëãåáðà
íåïðèâîäèìà, è ìû èìååì, â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå, íàèáîëåå "ïîäðîáíóþ" ëîêàëèçàöèþ.
Èñõîäíàÿ C∗-àëãåáðà A îïèñûâàåòñÿ êàê àëãåáðà
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàä ïðîñòðàíñòâîì T =
PrimA, ñíàáæåííûì ∗-ðàññëîåííîé òîïîëîãèåé.

Âìåñòå ñ òåì ýòîò ñëó÷àé èìååò, ïî ñðàâíåíèþ ñ
ëîêàëüíûì ïðèíöèïîì Äóãëàñà-Âàðåëû (â óñëîâèÿõ
ïðèìåíèìîñòè îáîèõ ïðèíöèïîâ), ðÿä ñóùåñò-
âåííûõ íåäîñòàòêîâ:
• ∗-ðàññëîåííàÿ òîïîëîãèÿ íà T , âîîáùå ãîâîðÿ,

íå ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé Äæåêîáñîíà íà T =
PrimA. Ïîñëåäíÿÿ òîïîëîãèÿ ñëàáåå;

• àëãåáðà Ã, èçîìîðôíàÿ è èçîìåòðè÷íàÿ
èñõîäíîé àëãåáðå A, ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Γb(ξ);

• åñëè ïðîñòðàíñòâî T = PrimA ñíàáäèòü
òîïîëîãèåé Äæåêîáñîíà, òî íå âñå îòîáðàæåíèÿ

ã : t 7−→ a(t)

èç Ã óæå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíû.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí, íàïðèìåð, â
[12], Ïðèìåð 9.1.

6 Ëîêàëüíûé ïðèíöèï Äóãëàñà-
Âàðåëû

Ïóñòü A - C∗-àëãåáðà ñ åäèíèöåé e, è ïóñòü
Z - åå íåêîòîðàÿ öåíòðàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ C∗-

ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ e. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
êîìïàêò ìàêñèìàëüíâõ èäåàëîâ àëãåáðû Z, òîãäà,
ðàçóìååòñÿ, èìååì Z ∼= C(T ). Äàëåå, äëÿ
êàæäîé òî÷êì t ∈ T îáîçíà÷èì ÷åðåç Jt ìàê-
ñèìàëüíûé èäåàë àëãåáðû Z, ñîîòâåòñòâóþùèé
òî÷êå t, è îáîçíà÷èì ÷åðåç J(t) = A · Jt

çàìêíóòûé äâóñòîðîííèé èäåàë âî âñåé àëãåáðå A,
ïîðîæäåííûé Jt. Ââåäåì, íàêîíåö, ñèñòåìó èäåàëîâ
JT = {J(t) : t ∈ T}.

Ëåììà 6.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
⋂

t∈T

J(t) = {0}.

Proof. Ïóñòü P ∈ PrimA - ëþáîé ïðèìèòèâíûé
èäåàë àëãåáðû A. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè t ∈ T èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P ∩ Z = Jt.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü π - íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå àëãåáðû A ñ ÿäðîì kerπ = P , òîãäà

C · I ⊂ π(Z) ⊂ π(A)′ = C · I.

Ñëåäîâàòåëüíî

C ∼= π(Z) = (Z + P )/P ∼= Z/(Z ∩ P ),

è çíà÷èò Z ∩ P - íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë
àëãåáðû Z, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ Jt äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè t ∈ T . Êàê ëåãêî âèäåòü, óñëîâèÿ P ∩Z = Jt è
P ⊃ J(t) ýêâèâàëåíòíû äëÿ êàæäîãî ïðèìèòèâíîãî
èäåàëà P . Äàëåå, ïî [5], ïóíêò 2.9.7, èìååì

J(t) =
⋂

P⊃J(t)

P.

Ñëåäîâàòåëüíî

{0} ⊂
⋂

t∈T

J(t) ⊂
⋂

PrimA
P = {0},

èëè ⋂

t∈T

J(t) = {0}.

Ââåäåì òåïåðü C∗-ðàññëîåíèå ξ = (p, E, T ),
îïðåäåëåííîå àëãåáðîé A è âûøåîïèñàííîé
ñèñòåìîé èäåàëîâ JT = {J(t) : t ∈ T}. Òîãäà
ïðîñòðàíñòâî T èìååò äâå åñòåñòâåííûå òîïîëîãèè:

• ∗-ðàññëîåííóþ òîïîëîãèþ ðàññëîåíèÿ ξ,
• òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ

èäåàëîâ àëãåáðû Z, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,
ÿäåðíî-îáîëî÷íóþ òîïîëîãèþ C∗-àëãåáðû Z.
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Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü - ñðàâíèòü ýòè òîïîëîãèè.
Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè t ∈ T , ïóñòü u0 è u1 - äâå
îêðåñòíîñòè òî÷êè t â ÿäåðíî-îáîëî÷íîé òîïîëîãèè
íà T òàêèå, ÷òî t ∈ u1 ⊂ u1 ⊂ u0. Òîãäà ïî
òåîðåìå Òèòñà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f : T → [0, 1],
îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì

f |u1 ≡ 1, f |T\u0 ≡ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ft ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé f
äëÿ âñåõ ïàð îêðåñòíîñòåé (u0, u1) ñ âûøåóêàçàí-
íûìè ñâîéñòâàìè.

Ëåììà 6.2. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A è êàæ-
äîé òî÷êè t ∈ T , îòîæäåñòâëÿÿ Z ñ C(T ), èìååì

‖a(t)‖ = ‖ã(t)‖ = inf
f∈Ft

‖f · a‖.

Proof. Çàôèêñèðóåì ε > 0, è ïóñòü x ∈ J(t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖a + x‖ < ‖a(t)‖+ ε.

Âûáåðåì òåïåðü ýëåìåíòû yk ∈ Jt è bk ∈ A, k = 1, n,
òàêèå, ÷òî

‖x− (y1b1 + ... + ynbn)‖ < ε.

Âûáåðåì, êðîìå òîãî, ôóíêöèþ f ∈ Ft, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óñëîâèþ

‖f(y1b1 + ... + ynbn)‖ < ε.

Òîãäà

‖a(t)‖+ ε > ‖a + x‖ ≥ ‖fa + fx‖
≥ ‖fa + f(y1b1 + ... + ynbn)‖

−‖f(y1b1 + ... + ynbn)− fx‖
≥ ‖fa‖ − ‖f(y1b1 + ... + ynbn)‖

−‖(y1b1 + ... + ynbn)− x‖
≥ ‖fa‖ − 2ε.

Òàêèì îáðàçîì

‖fa‖ ≤ ‖a(t)‖+ 3ε,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

inf
f∈Ft

‖fa‖ ≤ ‖a(t)‖.

Îáðàòíî, ðàññìîòðèì fa = a+(f−1)a, ãäå (f−1)a ∈
J(t). Òîãäà

‖a(t)‖ ≤ inf
f∈Ft

‖fa‖.

Ñëåäñòâèå 6.3. Äâà ýëåìåíòà a1 è a2 àëãåáðû A
ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå t ∈ T : a1

t∼ a2,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

inf
f∈Ft

‖f(a1 − a2)‖ = 0.

Çàìå÷àíèå 6.4. Ïðè äðóãèõ ïîäõîäàõ ê
ëîêàëüíîìó ïðèíöèïó óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 6.3
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ
ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè
èìåííî òàê ââîäÿòñÿ ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûå
ýëåìåíòû â ëîêàëüíîì ïðèíöèïå Ãîõáåðãà-Êðóï-
íèêà [4], Ãëàâà XII, êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ â òåð-
ìèíàõ, òàê íàçûâàåìîé, ïîêðûâàþùåé ñèñòåìû
ëîêàëèçóþùèõ êëàññîâ.

Ëåììà 6.5. Äâå çàäàííûå íà T òîïîëîãèè, ∗-ðàñ-
ñëîåííàÿ è ÿäåðíî-îáîëî÷íàÿ, ñîâïàäàþò.

Proof. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ìíîæåñòâî

V = V (ã, ε) = {t ∈ T : ‖a(t)‖ < ε}
îòêðûòî â ÿäåðíî-îáîëî÷íîé òîïîëîãèè. Ïîêàæåì
äëÿ ýòîãî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà t0 ∈ V - âíóòðåííÿÿ.
Ïî ëåììå 6.2, ñóùåñòâóþò ôèíêöèÿ f ∈ Ft0 è
îêðåñòíîñòè u1 ⊂ u0 (u1 ⊂ u0) òàêèå, ÷òî f |u1 ≡ 1 è
‖fa‖ < ε. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ Intu1 èìååì

‖a(t)‖ ≤ ‖fa‖ < ε,

çíà÷èò t0 ∈ Intu1 ⊂ V , è, òàêèì îáðàçîì, òî÷êà t0
- âíóòðåííÿÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∗-ðàññëîåííàÿ
òîïîëîãèÿ íå ñèëüíåå ÿäåðíî-îáîëî÷íîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ∗-ðàññëîåííàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáåéøåé èç òîïîëîãèé, äëÿ êîòîðûõ âñå
ñå÷åíèÿ ã : t 7→ a(t), a ∈ A, íåïðåðûâíû. Â
òîæå âðåìÿ, ÿäåðíî-îáîëî÷íàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñëàáåéøåé èç òîïîëîãèé, äëÿ êîòîðûõ íåïðåðûâíû
âñå ñå÷åíèÿ âèäà b̃ : t 7→ b(t)e(t), b ∈ C(T ). Òàêèì
îáðàçîì, ÿäåðíî-îáîëî÷íàÿ òîïîëîãèÿ íå ñèëüíåå ∗-
ðàññëîåííîé.

Òåîðåìà 6.6 (Ëîêàëüíûé ïðèíöèï Äóãëàñà-Âàðå-
ëû). Ïóñòü A - íåêîòîðàÿ C∗-àëãåáðà ñ åäèíèöåé,
Z - íåêîòîðàÿ åå öåíòðàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
C∗-ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ åäèíèöó, T - êîìïàêò
ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ àëãåáðû Z. Äàëåå, ïóñòü Jt

- ìàêñèìàëüíûé èäåàë â Z, ñîîòâåòñâóþùèé òî÷êå
t ∈ T , à J(t) = Jt · A - çàìêíóòûé äâóñòîðîííèé
èäåàë àëãåáðû A, ïîðîæäåííûé Jt.

Òîãäà àëãåáðà A ∗-èçîìîðôíà è èçîìåòðè÷íà
àëãåáðå âñåõ (ãëîáàëüíûõ) íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé
êàíîíè÷åñêîãî C∗-ðàññëîåíèÿ, îïðåäåëåííîãî
àëãåáðîé A è ñèñòåìîé èäåàëîâ JT = {J(t); t ∈
T}. Áîëåå òîãî, ∗-ðàññëîåííàÿ òîïîëîãèÿ íà T
ñîâïàäàåò ñ ÿäåðíî-îáîëî÷íîé òîïîëîãèåé êîìïàê-
òà T .

7



Proof. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 6.1, èìååì
⋂

t∈T

J(t) = {0},

è òîãäà ïî òåîðåìå 5.1 àëãåáðà A ∗-èçîìîðôíà
è èçîìåòðè÷íà C∗-àëãåáðå Ã, ÷òî, â ÷àñòíîñòè,
îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðà Ã çàìêíóòà.

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî b(t) ∈ C(T ) è åäèíèöû ẽ =
e(t) àëãåáðû Ã, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ Z òàêîé,÷òî
b̃ = bẽ, à òîãäà äëÿ âñåõ ã ∈ Ã, èìååì

bã = bẽã = b̃ã = b̃a ∈ Ã.

Òàêèì îáðàçîì àëãåáðà Ã - çàìêíóòûé C(T )-
ìîäóëü. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 3.4 çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò âñå íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû A â òåðìèíàõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé åå ëîêàëüíûõ àëãåáð.

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü A - íåêîòîðàÿ C∗-àëãåáðà
ñ åäèíèöåé, Z - íåêîòîðàÿ åå öåíòðàëüíàÿ
ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàøàÿ åäèíèöó, è ïóñòü T -
êîìïàêò ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ àëãåáðû Z. Ââåäåì
C∗-ðàññëîåíèå ξ = (p,E, T ), îïðåäåëåííîå àëãåáðîé
A è ñèñòåìîé èäåàëîâ JT . Äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ T
è êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ π ∈ Â(t)
ââåäåì (íåïðèâîäèìîå) ïðåäñòàâëåíèå

ρπ : a 7−→ a(t) 7−→ π(a(t))

èñõîäíîé C∗-àëãåáðû A.
Òîãäà îòîáðàæåíèå π 7−→ ρπ îòîæäåñòâëÿåò⋃

t∈T Â(t) ñî ñïåêòðîì Â àëãåáðû A.
Proof. Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1 è t2 ìíîæåñòâà
T ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ π1 and
π2 ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ àëãåáð A(t1) è
A(t2). Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ρπ1 è ρπ2

èñõîäíîé C∗-àëãåáðû A íå ÿâëÿëþòñÿ óíèòàðíî
ýêâèâàëåíòíûìè.

Âûáåðåì ýëåìåíò a ∈ A ñî ñâîéñòâîì π1(a(t1)) 6=
0, è ôóíêöèþ b(t) ∈ C(T ) òàêóþ, ÷òî b(t1) = 1 è
b(t2) = 0. Òîãäà ba ∈ A è äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ρπ1 è
ρπ2 èìååì

ρπ1(ba) = π1(b(t1)a(t1)) 6= 0,

ρπ2(ba) = π2(b(t2)a(t2)) = 0.

Òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρπ1 è ρπ2 íå
ýêâèâàëåíòíû, à, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå π 7→
ρπ - èíúåêòèâíî.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå
ñþðüåêòèâíî, èëè, èíûìè ñëîâàìè, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ∈ Â ñóùåñòâóþò òî÷êà t ∈ T è
ïðåäñòàâëåíèå π àëãåáðû A(t) òàêèå, ÷òî ρ = ρπ.

Äëÿ ýòîãî, êàê ëåãêî âèäåòü, äîñòàòî÷íî íàéòè
òî÷êó t ∈ T òàêóþ, ÷òî J(t) ⊂ ker ρ. Êàê
áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 6.1, äëÿ
êàæäîãî ïðèìèòèâíîãî èäåàëà (à çíà÷èò è äëÿ
P = ker ρ) ñóæåñòâóåò òî÷êà t ∈ T òàêàÿ, ÷òî
P ∩ Z = Jt. À òîãäà äëÿ ýòîé òî÷êè t èìååì
J(t) ⊂ P = ker ρ.

7 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ

Ïðèâåäåì â ýòîì ïàðàãðàôå ññûëêè íà
íåêîòîðûå òèïè÷íûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ
îïèñàííîãî ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà, êàê â åãî
ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè, òàê è â äâóõ åãî "èíäèâè-
äóàëüíûõ" âàðèàíòàõ.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àåâ, êîãäà â àëãåáðå Êàëêèíà
(àëãåáðå ñèìâîëîâ) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé
öåíòð, à çíà÷èò ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíûé
ïðèíöèï Äóãëàñà-Âàðåëû.

Ïðèìåð 7.1. Â ðàáîòå [1] èçó÷àëàñü àëãåáðà,
ïîðîæäåííàÿ âñåìè äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâå
L2(Rn) îïåðàòîðàìè âèäà A = a(x)F−1m(ξ)F ,
ãäå ôóíêöèÿ a ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé àëãåáðå
ðàçðûâíûõ â Rn ôóíêöèé, ñîäåðæàùåé C(Ṙn), F
è F−1 - ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,
à m(ξ) - îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè íóëü ôóíêöèÿ â Rn,
ñóæåíèå êîòîðîé íà åäèíè÷íóþ ñôåðó íåïðåðûâíî.

Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî âèäåòü, îáðàç àëãåáðû
C(Ṙn) â àëãåáðå Êàëêèíà îáðàçóåò öåíòðàëüíóþ
êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó â àëãåáðå Êàëêèíà,
è ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ïîñëåäíåé â ðàáîòå
[1] èñïîëüçîâàëñÿ ëîêàëüíûé ïðèíöèï Äóãëàñà-
Âàðåëû. Ëîêàëèçàöèÿ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì,
ïðîâîäèëàñü ïî òî÷êàì Ṙn.

Ïðèìåð 7.2. Â ðàáîòå [2] èçó÷àëàñü àëãåáðà,
ïîðîæäåííàÿ âñåìè äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâå
L2(R2) îïåðàòîðàìè âèäà A = a(x)F−1b(ξ)F , ãäå a ∈
C(Ṙ2), F è F−1 - ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå, à b(ξ) - îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè íóëü ôóíêöèÿ
â R2, ñóæåíèå êîòîðîé íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü
êóñî÷íî-íåïðåðûâíî.

Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî âèäåòü, îáðàç
â àëãåáðå Êàëêèíà àëãåáðû, ñîñòîÿøåé èç
êëàññè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ
(ñâåðòîê) F−1b(ξ)F , äëÿ êîòîðûõ ñóæåíèå b íà
åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü íåïðåðûâíî, îáðàçóåò
öåíòðàëüíóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó â àëãåáðå
Êàëêèíà, êîìïàêòîì ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü â
äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó â ðàáîòå
[2] èñïîëüçîâàëñÿ ëîêàëüíûé ïðèíöèï Äóãëàñà-
Âàðåëû ñ ëîêàëèçàöèåé ïî òî÷êàì ýòîé åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè.
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Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèìåðàõ èñïîëüçóÿ
ñïåöèôèêó ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáð óäàåòñÿ
ïîñòðîèòü ñèñòåìó èäåàëîâ JT ñ íóæíûìè äëÿ
ëîêàëèçàöèè ñâîéñòâàìè.
Ïðèìåð 7.3. Ïóñòü R1 è R2 - äâå C∗-àëãåáðû
(ñ åäèíèöåé) ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ â ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ H1 è H2, ñîîòâåòñòâåííî, à ïóñòü,
êðîìå òîãî, êàæäàÿ èõ àëãåáð Rk cîäåðæèò èäåàë
Kk êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü R = R1 ⊗ R2,
òîãäà K = K1 ⊗ K2 ⊂ R ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì âñåõ
êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H1 ⊗H2.

Åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì áèëîêàëüíîãî
ïðèíöèïà Ïèëèäè [6] ïðè îïèñàíèè àëãåáðû
Êàëêèíà R/K ñëóæèò ïðèâåäåííûé â ðàáîòå
ëîêàëüíûé ïðèíöèï ñî ñëåäóþùåé ñïåöèàëüíîé
ñèñòåìîé èäåàëîâ J(1) = K1 ⊗R2 è J(2) = R1 ⊗K2,
îáëàäàþùåé, î÷åâèäíî, ñâîéñòâîì J(1) ∩ J(2) = K.
Äâóìÿ ëîêàëüíûìè àëãåáðàìè ïðè ýòîì ñëóæàò
R(1) = (R1 ⊗ R2)/(K1 ⊗ R2) = R1/K1 ⊗ R2 è
R(2) = (R1 ⊗ R2)/(R1 ⊗ K2) = R1 ⊗ R2/K2.
Îòìåòèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ïðè îïèñàíèè R(1) è
R(2) èñïîëüçóåòñÿ äàëüíåéøàÿ ëîêàëèçàöèÿ àëãåáð
R1/K1 è R2/K2.
Ïðèìåð 7.4. Â ðàáîòå [20] ïðè èçó÷åíèè àëãåáðû
äâóñòîðîííèõ ñâåðòîê íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà áûë
ïðèìåíåí ëîêàëüíûé ïðèíöèï ñî ñïåöèàëüíûì
ïîäáîðîì ñèñòåìû èäåàëîâ JR\{0}, îáëàäàþùåé
ñâîéñòâîì ∩λ∈R\{0}J(λ) = {0}.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ïðè
÷àñòè÷íîé ïîääåðæêè ïðîåêòà CONACYT 46936,
Ìåêñèêà.
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