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Н.Л. ВАСИЛЕВСКИЙ, С.М. ГРУДСКИЙ, А.Н. КАРАПЕТЯНЦ

Abstract. This is a review paper based on the series of papers [4]-
[7], devoted to a study of properties of Toeplitz operators with special
symbols on weighted Bergman spaces in dependence of weight parameter.
Here we consider a special weight connected with the natural Bergman
metric. The weight parameter is denoted by λ and runs over (−1, +∞).

1. Введение

Теплицевы операторы и их модификации представляют собой широко изу-
чаемый класс конкретных операторов. Исследования свойств теплицевых опе-
раторов на пространствах типа Бергмана, Харди, Дирихле составляют доста-
точно обширный список результатов в теории операторов и функциональных
пространств.
Теплицевы операторы с гладкими (или непрерывными) символами, действу-

ющие на весовых пространствах типа Бергмана на диске (или в шаре в Cn),
естественно возникают в контексте задач математической физики. То же са-
мое в равной степени относится и к C∗ - алгебрам таких операторов. Упомянем
только некоторые, близкие к данной теме, задачи математической физики. В
первую очередь это квантовая деформация алгебры непрерывных функций на
диске (см. [10]) и принцип квантования Березина [1] (в частности, на гипербо-
лической плоскости).
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Для каждого λ > −1 оператор Теплица T (λ)
a действует на весовом простран-

стве Бергмана A2
λ. В процедуре квантования Березина (см., например, [1]) каж-

дому оператору Теплица сопоставляется его символ Березина (или символ Ви-
ка) ãλ, и принцип соответствия означает, что

lim
λ→+∞

ãλ(z) = a(z),

для гладких символов. Указанный предельный переход допускает трактовку и
в более широком смысле (см. [9]).
В этой связи возникает важная проблема: изучение поведения различных

свойств (ограниченность, компактность) оператора T (λ)
a в зависимости от λ, а

также изучение поведения спектра при λ→ +∞ и формирования предельного
множества в соответствии со свойствами символа a.
Не представляется возможным получить достаточно полный ответ на ука-

занную выше проблему в рамках общего класса (даже гладких) символов. В
то же время недавно открытые случаи коммутативных ∗-алгебр теплицевых
операторов на единичном диске подсказывают, что достаточно полный ответ
на данную проблему можно дать в рамках следующих трех классов символов
теплицевых операторов. Напомним в этой связи (см. [12, 13]), что все извест-
ные классы коммутативных ∗-алгебр операторов Теплица на единичном диске
классифицируются пучком (гиперболических) геодезических следующих трех
типов: геодезические, пересекающиеся в одной точке (эллиптический пучок),
параллельные геодезические (параболический пучок) и непересекающиеся гео-
дезические, т.е. все геодезические, ортогональные заданной (гиперболический
пучок). Символы, являющиеся постоянными на циклах, т.е. траекториях орто-
гональных геодезическим, формирующих пучок, в каждом случае порождают
коммутативную ∗-алгебру операторов Теплица. Кроме того, это свойство ком-
мутативности не зависит от гладкости символов, которые могут быть просто
измеримыми или даже мерами.
Модельный случай для эллиптического пучка - теплицевы операторы с ра-

диальными символами на единичном диске. Этому случаю посвящена работа
[5] (см. также [4] для случая единичного шара в Cn). Два других случая, пара-
болический и гиперболический, изучались соответственно в [6], [7]. В этих слу-
чаях мы переходим к реализации гиперболической плоскости через верхнюю
полуплоскость и, таким образом, рассматриваем операторы Теплица (действу-
ющие на весовых пространствах Бергмана на верхней полуплоскости) с сим-
волами, зависящими только от y = Im z и от θ = arg z соответственно.
Из этих модельных случаев общие случаи получаются применением преоб-

разования Мебиуса и мы не будем на этом останавливаться.
Ключевым моментом при изучении символов, постоянных на соответствую-

щих циклах, позволяющим извлекать значительно больше информации, чем в
общем случае, является следующий факт. В каждом из трех модельных случа-
ев коммутативной ∗-алгебры, порожденной операторами Теплица, сами опера-
торы Теплица допускают некоторое специальное представление спектрального
типа. Другими словами, они унитарно эквивалентны оператору умножения на
некоторую последовательность в эллиптическом случае и на некоторую функ-
цию на R+ и R в параболическом и гиперболическом случаях соответственно.
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Имеется, однако, существенная разница между эллиптическим случаем и
двумя другими - параболическим и гиперболическим. В первом случае, напри-
мер, оператор Теплица имеет дискретный спектр, в то время как в гипербо-
лическом и параболическом случаях операторы Теплица имеют непрерывный
спектр и не могут быть компактными (за исключением тривиального случая
нулевого оператора).
В этой серии работ слово “динамика” связано с основной темой данного

исследования: что происходит со свойствами оператора Теплица, действующего
на весовом пространстве Бергмана, при изменении параметра веса.
Важной чертой операторов Теплица на (весовых) пространствах Бергмана

является то, что эти операторы могут быть ограничены и даже компактны
при неограниченных вблизи границы области символах. Мы изучаем ограни-
ченность (в эллиптическом случае также и компактность) операторов Теплица
с, вообще говоря, неограниченными символами. Приводим ряд достаточных и
необходимых условий ограниченности (компактности) и также иллюстрируем
соответствующие результаты на примерах.
Особое внимание уделено спектральным свойствам. Спектр каждого опера-

тора Теплица T (λ)
a совпадает с замыканием последовательности или образа со-

ответствующей функции. Для каждого фиксированного λ спектр не представ-
ляет собой множества, имеющего видимую связь с символом оператора. Опре-
деленная тенденция проявляется при λ стремящимся к бесконечности. Прин-
цип соответствия подсказывает, что предельное множество спектров M∞(a)
должно быть связано с образом символа a. Это действительно так для непре-
рывных символов. Другими словамиM∞(a) = Rangea. Новые эффекты возни-
кают при рассмотрении более сложных символов. Например, в случае кусочно-
непрерывных символов предельное множествоM∞(a) совпадает с объединени-
ем множества Rangea и множества прямолинейных сегментов, соединяющих
односторонние предельные точки разрывов.
Здесь мы не приводим результаты, касающиеся исчислению операторов Теп-

лица в терминах символов Березина, опускаем достаточно детальное исследо-
вание принадлежности идеалам Шаттена для операторов Теплица в эллипти-
ческом случае и многие другие факты, содержащиеся в [4]-[7]. Все это, а также
большое количество примеров можно найти в указанных статьях.

2. Вспомогательные сведения

Пусть dµ(z) = 1
π dxdy, z = x+ iy, λ ∈ (−1,+∞). Обозначим через D единич-

ный диск в C и введем весовое гильбертово пространство L2
λ(D), состоящее из

измеримых функций f на D, для которых норма

‖f‖L2
λ(D)) =

(∫
D

|f(z)|2dµλ(z)
)1/2

конечна. Здесь обозначено

dµλ(z) = (λ+ 1)(1 − |z|2)λdµ(z).
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Весовое пространство Бергмана A2
λ(D) является замкнутым подпространством

L2
λ(D), состоящим из аналитических функций. Ортогональный (весовой) про-
ектор Бергмана B(λ)

D
пространства L2

λ(D) на A2
λ(D) имеет вид

(B(λ)
D
f)(z) =

∫
D

f(w)
(1 − zw)2+λ

dµλ(w).

Для измеримой на D функции a = a(z) (более точно условия на функцию a
формулируются далее) оператор Теплица с символом a, не обязательно огра-
ниченный, но определенный на плотном в A2

λ(D) множестве, имеет вид:

T (λ)
a : f ∈ A2

λ(D) −→ B
(λ)
D
af ∈ A2

λ(D).

Аналогично, обозначим через Π верхнюю полуплоскость в C и введем весо-
вое пространствоL2

λ(Π), состоящее из измеримых функций f наΠ, для которых
норма

‖f‖L2
λ(Π) =

(∫
Π

|f(z)|2dµλ(z)
)1/2

конечна. Здесь
dµλ(z) = (λ+ 1)(2Im z)λdµ(z).

Пусть далее A2
λ(Π) обозначает весовое пространство Бергмана на полуплоско-

сти, состоящее из аналитических на Π функций, принадлежащих L2
λ(Π).

Ортогональный (весовой) проектор Бергмана B(λ)
Π пространства L2

λ(Π) на
A2

λ(Π) имеет вид:

(B(λ)
Π f)(z) = iλ+2

∫
Π

f(w)
(z − w)λ+2

dµλ(w).

Для функции (символа) a = a(z), z ∈ Π оператор Теплица, действующий на
A2

λ(Π), определяется аналогично предыдущему.

3. Представления весовых пространств Бергмана.

В данном разделе приведем представления весовых пространств Бергмана
на диске и полуплоскости, необходимые в дальнейшем для изучения соответ-
ствующих операторов Теплица.

3.1. Представление пространства A2
λ(D) в эллиптическом случае. Вве-

дем унитарный на

L2
λ(D) = L2([0, 1],

1
π

(λ+ 1)(1 − r2)λrdr) ⊗ L2(S1,
dt

it
)

оператор

U1 = 1/
√
π(I ⊗F) : L2([0, 1],

1
π

(λ+ 1)(1 − r2)λrdr) ⊗ L2(S1,
dt

it
)

−→ L2([0, 1], (λ+ 1)(1 − r2)λrdr) ⊗ l2

= l2(L2([0, 1], (λ+ 1)(1 − r2)λrdr)),

где дискретное преобразование Фурье F : L2(S1, dt
it ) → l2 определяется следу-

ющим образом:

F : f → {ck}k∈Z, ck =
1√
2π

∫
S1
f(t) tkdt, k ∈ Z.
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Заметим, что ∂
∂z = t

2

(
∂
∂r − t

r
∂
∂t

)
, z = rt, t ∈ S1. Действие оператора

U1
t

2

(
∂

∂r
− t

r

∂

∂t

)
U−1

1

на пространстве l2(L2([0, 1], (λ + 1)(1 − r2)λrdr)) осуществляется следующим
образом:

{cn(r)}n∈Z → {dn(r)}n∈Z =
{

1
2

(
∂

∂r
− n− 1

r

)
cn−1(r)

}
n∈Z

.

Образ A2
1,λ(D) = U1(A2

λ(D)) является замкнутым подпространством про-
странства l2(L2([0, 1], (λ+ 1)(1 − r2)λrdr)), состоящим из последовательностей
{cn(r)}n∈Z, компоненты которых удовлетворяют уравнениям

U1
∂

∂z
U−1

1 ϕ =
(
∂

∂r
− n

r

)
cn(r) = 0.

Данные уравнения имеют общее решение: cn(r) = c′nr
n. Каждая компонента

cn(r) должна принадлежать L2([0, 1], (λ+1)(1− r2)λrdr), что влечет cn(r) = 0,
n < 0. Итак, пространство A2

1,λ(D) совпадает с пространством двусторонних
последовательностей вида

cn(r) =
{ √

2dn,λ cnr
n, n ∈ Z+

0, n ∈ Z−,

где Z+ = N ∪ {0}, Z− = Z \ Z+, dn,λ = [(λ+ 1)B(n+ 1, λ+ 1)]−1/2
, при этом

‖{cn(r)}n∈Z‖A2
1,λ(D) = ‖{cn}n∈Z+‖l2+

.

Для каждого n ∈ Z+ определим унитарный оператор

un,λ : L2([0, 1], (λ+ 1)(1 − r2)λrdr) −→ L2([0, 1], rdr), n ∈ Z+,

следующим образом:

(un,λf)(r) = d−1
n,λψ

−n
n,λ(r)f(ψn,λ(r)), n ∈ Z+,

где функция r = ψn,λ(t) является обратной к функции

σn,λ(r) = dn,λ

(
2(λ+ 1)

∫ r

0

ρ2n+1(1 − ρ2)λdρ

)1/2

на [0, 1]. Обратный оператор

u−1
n,λ = u∗n,λ : L2([0, 1], rdr) −→ L2([0, 1], (λ+ 1)(1 − r2)λrdr)

имеет вид

(u−1
n,λf)(r) = dn,λr

nf(σn,λ(r)), n ∈ Z+.

Далее определим унитарный оператор

U2,λ : l2(L2([0, 1], (λ+ 1)(1 − r2)λrdr)) −→ l2(L2([0, 1], rdr))

= L2([0, 1], rdr) ⊗ l2

следующим образом:

U2,λ : {cn(r)}n∈Z → {(u|n|,λcn)(r)}n∈Z.

Тогда пространство A2
2(D) = U2,λ(A2

1,λ(D)) совпадает с пространством по-
следовательностей {dn(r)}n∈Z, где
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dn(r) =
{
un,λ(

√
2dn,λcnr

n) =
√

2cn n ∈ Z+

0, n ∈ Z−.

Пусть L0 обозначает одномерное подпространство L2([0, 1], rdr), порожден-
ное единичным элементом 	0(r) =

√
2. Обозначим через P0 одномерный про-

ектор L2([0, 1], rdr) на L0 : (P0f)(r) =
√

2
∫ 1

0
f(ρ)

√
2ρdρ. Положим l2 = l2+ ⊕ l2−,

где l2+, l2− -подпространства (двустороннего) l2, состоящие из последовательно-
стей, для которых cn = 0 при n ∈ Z− и n ∈ Z+ соответственно. Обозначим
также через p+ = χ+(n)I, p− = χ−(n)I ортогональные проекторы l2 на l2+, l2−,
где χ+(n), χ−(n) -характеристические функции множеств Z+,Z−.
Тогда A2

2(D) = L0 ⊗ l2+ и ортогональный проектор B2 пространства
L2([0, 1], rdr) ⊗ l2 на L0 ⊗ l2+ имеет вид B2 = P0 ⊗ p+.

Теорема 1. Пусть λ ∈ (−1,+∞). Унитарный оператор Uλ =
U2,λU1 осуществляет изометрический изоморфизм пространства L2

λ(D) на
L2([0, 1], rdr) ⊗ l2, при котором

1. Пространство Бергмана A2
λ(D) отображается на L0 ⊗ l2+.

2. Проектор Бергмана B
(λ)
D

унитарно эквивалентен проектору
P0 ⊗ p+.

Введем изометрическое вложение R0 : l2+ → L2([0, 1], rdr) ⊗ l2 следующим
образом: R0 : {cn}n∈Z+ → 	0(r){cn}n∈Z, где cn = 0 для n ∈ Z−.
Образ R0 очевидно совпадает с пространством L0 ⊗ l2+. Сопряженный опе-

ратор R∗
0 : L2([0, 1], rdr) ⊗ l2 → l2+ определяется следующим образом:

R∗
0 : {cn(r)}n∈Z −→

{∫ 1

0

cn(ρ)
√

2ρdρ
}

n∈Z+

и

R∗
0R0 = I : l2+ −→ l2+; R0R

∗
0 = B2 : L2([0, 1], rdr) ⊗ l2 −→ L0 ⊗ l2.

Далее, оператор Rλ = R∗
0Uλ отображает пространство A2

λ(D) на l2+ и его суже-
ние Rλ|A2

λ(D) : A2
λ(D) −→ l+2 является изометрическим изоморфизмом. Сопря-

женный оператор R∗
λ = U∗

λR0 : l2+ → A2
λ(D) ⊂ L2

λ(D) является изометрическим
изоморфизмом l2+ на A2

λ(D), при этом

RλR
∗
λ = I : l2+ → l2+; R∗

λRλ = Bλ
D : L2

λ(D) → A2
λ(D).

Теорема 2. Изометрический изоморфизм R∗
λ = U∗

λR0 : l2+ → A2
λ(D) определя-

ется соотношением

R∗
λ : {cn}n∈Z+ −→

∑
n∈Z+

cndn,λz
n.

Обратный изоморфизм Rλ : A2
λ(D) → l2+ имеет вид

Rλ : ϕ −→
{
dn,λ

∫
D

ϕ(z)zndµλ(z)
}

n∈Z+

.
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Приведенное ранее представление пространства Бергмана A2
λ(D) в частно-

сти важно для изучения теплицевых операторов с символами a = a(r), завися-
щими от r = |z|. Обозначим

γa,λ(n) =
1

B(n+ 1, λ+ 1)

∫ 1

0

a(
√
r) (1 − r)λ rndr, n ∈ Z+ = N ∪ {0}.(1)

В дальнейшем считаем, что символ a = a(r) таков, что интегралы в (1) имеют
смысл.

Теорема 3. Оператор Теплица T (λ)
a с радиальным символом a = a(r), дей-

ствующий на A2
λ(D), унитарно эквивалентен оператору умножения γa,λI =

RλT
(λ)
a R∗

λ, действующему на l2+. Последовательность {γa,λ(n)}n∈Z+ задается
равенством (1).

Доказательство. Непосредственные вычисления дают

RλT
(λ)
a R∗

λ = RλB
λ
DaB

(λ)
D
R∗

λ = Rλ(R∗
λRλ)a(R∗

λRλ)R∗
λ = RλaR

∗
λ

= R∗
0U2,λU1a(r)U−1

1 U−1
2,λR0 = R∗

0U2,λ{a(r)}U−1
2,λR0

= R∗
0{χ+(n)a(ψn,λ(r))}R0.

Далее, R∗
0{χ+(n)a(ψn,λ(r))}R0{cn}n∈Z+ = {γa,λ(n)cn}n∈Z+ . �

Приведенная выше теорема позволяет рассматривать не только L∞-
символы, но также и неограниченные символы.

Следствие 1. Оператор Теплица T (λ)
a с символом a(r) ограничен на A2

λ(D)
если и только если supn∈Z+

|γa,λ(n)| <∞. Оператор T (λ)
a компактен на A2

λ(D)
если и только если limn→+∞ γa,λ(n) = 0.

Спектром ограниченного теплицева оператора T (λ)
a является множество

spT (λ)
a = {γa,λ(n) : n ∈ Z+} и его существенный спектр ess-spT (λ)

a совпадает
с множеством всех предельных точек последовательности {γa,λ(n)}n∈Z+ .

3.2. Представление пространства A2
λ(Π) в параболическом случае.

Здесь мы приведем представление пространства Бергмана A2
λ(Π), полезное при

изучении операторов Теплица с символами, зависящими от y = Im z. Это пред-
ставление использует декартовы координаты на плоскости. Введем унитарный
на L2

λ(Π) оператор

U1 = 1/
√
π(F ⊗ I) : L2

λ(Π) −→ L2(R, dx) ⊗ L2(R+, (λ+ 1)(2y)λdy),

где F : L2(R) → L2(R) -преобразование Фурье:

(Ff)(u) =
1√
2π

∫
R

e−iux f(x)dx.

Образ A2
1,λ(Π) = U1(A2

λ(Π)) состоит из функций ϕ = ϕ(x, y), удовлетворяющих
уравнению

U1
∂

∂z
U−1

1 ϕ =
i

2

(
x+

∂

∂y

)
ϕ = 0,

общее решение которого имеет вид ϕ(x, y) = ψ(x)e−xy. Заметим, что функция
ϕ должна принадлежать L2(R, dx) ⊗ L2(R+, (λ + 1)(2y)λdy), поэтому A2

1,λ(Π)
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состоит из всех функций вида

ϕ(x, y) = χ+(x)θλ(x)f(x)e−xy, f ∈ L2(R),

где χ+(x) - характеристическая функция полуоси R+,

θλ(x) =
(

2xλ+1

(λ+ 1)Γ(λ+ 1)

)1/2

, x ≥ 0,

и, кроме того, ‖ϕ‖A2
1,λ

(Π) = ‖f‖L2(R+). Введем унитарный оператор

U2,λ : L2(R, dx) ⊗ L2(R+, (λ + 1)(2y)λdy) −→ L2(R, dx) ⊗ L2(R+, dy)

следующим образом

(U2,λϕ)(x, y) =
1

θλ(|x|)e
−y/2+|x|β(|x|,y)ϕ(x, β(|x|, y)),

где для любого фиксированного x > 0 функция β(x, y) является обратной к
функции γ(x, t) = ln Γ(λ+1)

Γ(λ+1,2xt) , т.е. β(x, γ(x, t)) = t, x > 0. Здесь Γ(a, b) - непол-
ная Γ функция.
Обратный оператор

U−1
2,λ : L2(R, dx) ⊗ L2(R+, dy) −→ L2(R, dx) ⊗ L2(R+, (λ+ 1)(2y)λdy)

имеет вид

(U−1
2,λϕ)(x, y) = θλ(|x|) eγ(|x|,y)/2−|x|yϕ(x, γ(|x|, y)).

Для любой функции f ∈ L2(R) имеем

U2,λ : χ+(x)θλ(x)f(x)e−xy −→ χ+(x)f(x)e−y/2.

Следовательно, образ A2
2(Π) = U2,λ(A2

1,λ(Π)) состоит из функций вида
ψ(x, y) = χ+(x)f(x)e−y/2, f ∈ L2(R) и совпадает с пространством L2(R+, dx) ⊗
L0, где L0 - одномерное подпространство L2(R+, dy), порожденное l0(y) =
e−y/2. Обозначим через P0 одномерный проектор L2(R+, dy) на L0 :

(P0ψ)(y) = e−y/2

∫
R+

ψ(v)e−v/2dv.

Сформулируем вышесказанное в следующей теореме.

Теорема 4. Пусть λ ∈ (−1,+∞). Унитарный оператор Uλ = U2,λU1 осу-
ществляет изометрический изоморфизм пространства L2

λ(Π) на L2(Π) =
L2(R, dx) ⊗ L2(R+, dy) при котором

1. Пространство Бергмана A2
λ(Π) отображается на L2(R+) ⊗ L0.

2. Проектор Бергмана B(λ)
Π унитарно эквивалентен проектору χ+I⊗P0.

Осуществим изометрическое вложение R0 : L2(R+) → L2(R) ⊗ L2(R+) по
правилу (R0f)(x, y) = χ+(x) f(x) 	0(y). Здесь функция f продолжается нулем
при x < 0. Образ R0 очевидно совпадает с пространством L2(R+)⊗L0. Сопря-
женный оператор R∗

0 : L2(Π) → L2(R+) задается равенством

(R∗
0ϕ)(x) = χ+(x)

∫
R+

ϕ(x, η) 	0(η) dη

и

R∗
0R0 = I : L2(R+) → L2(R+); R0R

∗
0 = B2 : L2(Π) → L2(R+) ⊗ L0.
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Далее, оператор Rλ = R∗
0Uλ отображает пространство L2

λ(Π) на L2(R+) и суже-
ние Rλ|A2

λ(Π) : A2
λ(Π) → L2(R+) является изометрическим изоморфизмом. Со-

пряженный оператор R∗
λ = U∗

λR0 : L2(R+) → A2
λ(Π) ⊂ L2

λ(Π) является изомет-
рическим изоморфизмом пространства L2(R+) на A2

λ(Π), при этом

RλR
∗
λ = I : L2(R+) → L2(R+); R∗

λRλ = B
(λ)
Π : L2

λ(Π) → A2
λ(Π).

Теорема 5. Изометрический изоморфизм R∗
λ = U∗

λR0 : L2(R+) → A2
λ(Π)

определяется равенством

(R∗
λf)(z) =

1√
Γ(λ+ 2)

∫
R+

f(ξ) ξ
λ+1
2 eizξ dξ.

Обратный изоморфизм Rλ : A2
λ(Π) → L2(R+) определяется следующим обра-

зом:

(Rλϕ)(x) =
x

λ+1
2√

Γ(λ+ 2)

∫
Π

ϕ(w) e−i wxdµλ(w).

Как было отмечено, приведенное представление пространства Бергмана
A2

λ(Π) применяется при изучения теплицевых операторов с символами a =
a(y), зависящими от y = Im z. Обозначим

γa,λ(x) =
xλ+1

Γ(λ+ 1)

∫
R+

a(t/2)tλe−xtdt, x ∈ R+,(2)

и в дальнейшем будем считать, что символ a = a(y) таков, что интеграл в (2)
имеет смысл.

Теорема 6. Оператор Теплица T (λ)
a с символом a = a(y), действующий на

A2
λ(Π), унитарно эквивалентен оператору умножения γa,λI = RλT

(λ)
a R∗

λ, дей-
ствующему на L2(R+). Функция γa,λ(x) задается равенством (2).

Следствие 2. Оператор Теплица T (λ)
a с символом a(y) ограничен на A2

λ(Π)
если и только если соответствующая функция γa,λ(x) ограничена.

3.3. Представление пространства A2
λ(Π) в гиперболическом случае.

Приведем описание весового пространства Бергмана A2
λ(Π)), связанное с по-

лярными координатами:

L2
λ(Π) = L2(R+, r

λ+1dr) ⊗ L2([0, π], 1/π2λ(λ+ 1) sinλ θdθ).

Переписывая уравнение ∂
∂zϕ = 0 в полярных координатах, получим,

что пространство A2
λ(Π) состоит из всех функций, удовлетворяющих(

r ∂
∂r + i ∂

∂θ

)
ϕ(r, θ) = 0. Введем унитарный оператор

U1 = 1/
√
π(M ⊗ I) : L2

λ(Π) −→ L2(R) ⊗ L2([0, π], 2λ(λ+ 1) sinλ θdθ),

где преобразование Меллина M : L2(R+, r
λ+1dr) → L2(R) определяется следу-

ющим образом

(Mψ)(ξ) =
1√
2π

∫
R+

r−iξ+λ/2ψ(r)dr.

Легко видеть, что

U1

(
r
∂

∂r
+ i

∂

∂θ

)
U−1

1 = i(ξ + (λ/2 + 1)i)I + i
∂

∂θ
.



ДИНАМИКА СВОЙСТВ ТЕПЛИЦЕВЫХ ОПЕРАТОРОВ... 371

Таким образом, образ пространства Бергмана A2
1,λ(Π) = U1(A2

λ(Π)) может
быть описан как (замкнутое) подпространство пространства

L2(R) ⊗ L2([0, π], 2λ(λ+ 1) sinλ θdθ),

состоящее из функций ϕ(ξ, θ), удовлетворяющих уравнению(
(ξ + (λ/2 + 1)i)I +

∂

∂θ

)
ϕ(ξ, θ) = 0,

общее решение которого, принадлежащее L2(R) ⊗ L2([0, π], 2λ(λ + 1) sinλ θdθ),
имеет вид

ϕ(ξ, θ) = f(ξ)ϑλ(ξ) e−(ξ+(1+λ/2)i)θ , f(ξ) ∈ L2(R),

где ϑλ(ξ) = |Γ( λ+2
2 +iξ)|√

πΓ(λ+2)
eπξ/2 и ‖ϕ‖A2

1,λ
(Π) = ‖f‖L2(R).

Теорема 7. Унитарный оператор U1 = 1/
√
π(M ⊗ I) является изометриче-

ским изоморфизмом L2
λ(Π), λ ∈ (−1,+∞) на L2(R)⊗L2([0, π], 2λ(λ+1) sinλ θdθ),

при котором пространство Бергмана A2
λ(Π) отображается на

A2
1,λ =

{
ϕ(ξ, θ) = f(ξ)ϑλ(ξ)e−(ξ+(1+λ/2)i)θ : f(ξ) ∈ L2(R)

}
.

Пусть R0,λ : L2(R) → L2(R) ⊗ L2([0, π], 2λ(λ+ 1) sinλ θdθ) осуществляет изо-
метрическое вложение по правилу

(R0,λf)(ξ, θ) = f(ξ)ϑλ(ξ)e−(ξ+(1+λ/2)i)θ.

Образ R0,λ совпадает с A2
1,λ(Π). Сопряженный оператор

R∗
0,λ : L2(R) ⊗ L2([0, π], 2λ(λ+ 1) sinλ θdθ) −→ L2(R)

имеет вид

(R∗
0,λψ)(ξ) = 2λ(λ+ 1)ϑλ(ξ)

∫ π

0

ψ(ξ, θ)e−(ξ−(1+λ/2)i)θ sinλ θdθ

и

R∗
0,λR0,λ = I : L2(R) −→ L2(R),

R0,λR
∗
0,λ = B1,λ : L2(R) ⊗ L2([0, π], 2λ(λ+ 1) sinλ θdθ) −→ A2

1,λ,

где B1,λ = U1B
λ
ΠU

−1
1 - ортогональный проектор пространства

L2(R) ⊗ L2([0, π], 2λ(λ+ 1) sinλ θdθ) на A2
1,λ.

Далее, оператор Rλ = R∗
0,λU1 отображает пространство L2

λ(Π) на L2(R), и
его сужение Rλ|A2

λ(Π) : A2
λ(Π) → L2(R) является изометрическим изоморфиз-

мом. Сопряженный оператор R∗
λ = U∗

1R0 : L2(R) → A2
λ(Π) ⊂ L2

λ(Π) является
изометрическим изоморфизмом L2(R) на A2

λ(Π), при этом

RλR
∗
λ = I : L2(R) −→ L2(R); R∗

λRλ = B
(λ)
Π : L2,λ(Π) −→ A2

λ(Π).

Теорема 8. Изометрический изоморфизм R∗
λ = U∗

1R0 : L2(R) → A2
λ(Π) опре-

деляется равенством

(R∗
λf)(z) =

1√
2

∫
R

ziξ−(1+λ/2) ϑλ(ξ) f(ξ) dξ.
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Обратный изоморфизм Rλ : A2
λ(Π) → L2(R) определяется следующим образом

(Rλϕ)(ξ) =
ϑλ(ξ)√

2

∫
Π

(z)−iξ−(1+λ/2)ϕ(z)dµλ(z).

Аналогично предыдущему, приведенное выше представление пространства
Бергмана A2

λ(Π) применяется при изучении операторов Теплица с символами
a = a(θ), зависящими только от θ = arg z. Обозначим

γa,λ(ξ) = 2λ (λ+ 1)ϑ2
λ(ξ)

∫ π

0

a(θ) e−2ξθ sinλ θ dθ, ξ ∈ R(3)

и считаем, что символ a = a(θ) таков, что интеграл в (3) имеет смысл.

Теорема 9. Оператор Теплица T (λ)
a с символом a = a(θ), действующий на

A2
λ(Π), унитарно эквивалентен оператору умножения γa,λI = RT

(λ)
a R∗, дей-

ствующему на L2(R). Функция γa,λ(ξ) определяется равенством (3).

Следствие 3. Оператор Теплица T (λ)
a с символом a(θ) ограничен на A2

λ(Π)
если и только если соответствующая функция γa,λ(ξ) ограничена.

4. Теплицевы операторы на весовых пространствах Бергмана -
ограниченность и компактность

ПустьA2
λ обозначает весовое пространство Бергмана на диске или полуплос-

кости. Заметим, что для ограниченного символа a(z) оператор Теплица T (λ)
a

ограничен на любом A2
λ, где λ ∈ (−1,+∞) и соответствующие нормы равно-

мерно ограничены величиной supz |a(z)|. Другими словами, пространства A2
λ,

где λ ∈ (−1,+∞), естественны для изучения операторов Теплица с ограничен-
ными символами. Допуская неограниченные символы и желая иметь широкий
класс символов для всех допустимых λ, всюду в дальнейшем будем рассмат-
ривать теплицевы операторы на A2

λ при λ ∈ [0,+∞).

4.1. Эллиптический случай: операторы Теплица с радиальными сим-
волами на A2

λ(D). Как было отмечено выше, каждый оператор Теплица
T

(λ)
a с радиальным символом a = a(r), действующий на весовом простран-
стве Бергмана A2

λ(D), унитарно эквивалентен оператору умножения γa,λI, дей-
ствующему на одностороннем пространстве l2+. Последовательность γa,λ =
{γa,λ(n)}n∈Z+ определяется равенством (1).
В последующем мы рассмотрим символы a(r), удовлетворяющие условию

a(
√
r) ∈ L1(0, 1).
Сначала приведем достаточные условия ограниченности и компактности.

Положим

B
(1)
a,λ(r) =

∫ 1

r

a(
√
s)(1 − s)λds, B

(j)
a,λ(s) =

∫ 1

r

B
(j−1)
a,λ (r) dr, j = 2, 3, . . . .

Теорема 10. Пусть a(
√
r) ∈ L1(0, 1). Если для λ0 ∈ [0,+∞) и некоторого

j ∈ N функция B(j)
a,λ0

(r) допускает следующее представление

B
(j)
a,λ0

(r) = O((1 − r)j+λ0 ), r → 1,(4)

то для любого λ ∈ [0,+∞) соответствующий оператор Теплица T (λ)
a ограни-

чен на A2
λ(D).
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Если при указанных условиях имеет место представление

B
(j)
a,λ0

(r) = o((1 − r)j+λ0 ), r → 1,(5)

то для любого λ ∈ [0,+∞) соответствующий оператор Теплица T (λ)
a компак-

тен на A2
λ(D).

Следующее утверждение устанавливает частичный порядок, в котором вы-
полняются условия приведенной выше теоремы.

Теорема 11. 1. Предположим, что условие (4) (условие (5)) выполня-
ется для j = j0 и некоторого λ0. Тогда условие (4) (условие (5)) вы-
полняется для j = j0 + 1 и того же λ0.

2. Предположим, что условие (4) (условие (5)) выполняется для j = j0 и
некоторого λ0. Тогда условие (4) (условие (5)) выполняется для j = j0
и для λ1 ≥ λ0.

Пример 1. Рассмотрим неограниченный символ (подробнее см. в [3])

a(r) = (1 − r2)−β sin(1 − r2)−α,(6)

где α > 0 и 0 < β < 1. Проверяя условия теоремы 10 последовательно для
j = 1, 2, . . . и λ0 = 0, с учетом теоремы 11 получим, что соответствующий
оператор Теплица компактен на каждом A2

λ(D) для всех α > 0 и 0 < β < 1.

Отметим необходимость условий теоремы 10.

Теорема 12. Пусть a(
√
r) ∈ L1(0, 1).

1. Предположим, что a(r) ≥ 0 и оператор T (λ1)
a ограничен (компактен)

на A2
λ1

(D) для некоторого λ1 ≥ 0. Тогда условие (4) (условие (5)) вы-
полнено для j = 1, λ0 = 0, и оператор T (λ)

a ограничен (компактен) на
A2

λ(D) для каждого λ ∈ [0,+∞).
2. Предположим, что B(j)

a,λ2
(r) ≥ 0 для некоторого j = j0 ≥ 1 и λ2 ≥ 0

и оператор T
(λ1)
a ограничен (компактен) на A2

λ1
(D) для некоторого

λ1 ≥ 0. Тогда условие (4) (условие (5)) выполнено для j = j0+1, λ = λ2,

и оператор T
(λ)
a ограничен (компактен) на A2

λ(D) для каждого λ ∈
[0,+∞).

Следствие 4. Пусть a(
√
r) ∈ L1(0, 1), и пусть a(r) ≥ 0 или B(j)

a,λ0
(r) ≥ 0 для

некоторого j ∈ N и λ ≥ 0. Тогда оператор Теплица T (λ)
a ограничен (компактен)

или неограничен (некомпактен) на всех A2
λ(D) одновременно.

В этой связи упомянем, что в [14] аналогичное утверждение доказано для
неотрицательных символов (в указанной работе операторы Теплица рассмат-
риваются на весовых пространствах Бергмана на шаре в Cn). Приведенное
здесь заключение не ограничено только неотрицательными символами.

Следствие 5. Если a(r) ≥ 0 и limε→0 infr∈[1−ε,1] a(r) = ∞, тогда оператор
Теплица T (λ)

a неограничен на A2
λ(D), λ ≥ 0.

Достаточные условия теоремы 10 обеспечивают ограниченность (компакт-
ность) оператора Теплица T (λ)

a на A2
λ(D) для всех λ ∈ [0,+∞). Теперь исследу-

ем более тонкий вопрос об ограниченности и компактности оператора Теплица
в зависимости от изменения параметра λ ∈ [0,+∞).
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Теорема 13. Пусть a(
√
r) ∈ L1(0, 1) и оператор T (λ0)

a ограничен (компактен)
на A2

λ0
(D) для некоторого λ0. Тогда оператор T (λ)

a ограничен (компактен) на
A2

λ(D) для каждого λ ∈ [0, λ0].

Замечание 1. Для произвольного символа a(
√
r) ∈ L1(0, 1) условия (4), (5) не

являются, вообще говоря, необходимыми. Далее, с увеличением j эти условия
становятся слабее. Однако, как показывает следующий результат, гипотеза, что
каждый оператор Теплица T (λ)

a (a = a(r)), ограниченный (или компактный) на
A2

λ(D), будет удовлетворять условию (4) (или (5)) при некотором j является
неверной.

Для символа a = a(r) обозначим соответственно через B(a) и K(a) множе-
ство всех λ ∈ [0,+∞), для которых оператор Теплица T (λ)

a ограничен (ком-
пактен) на A2

λ(D). Теорема 13 показывает, что множества B(a) и K(a) могут
иметь следующий вид: (i) [0,+∞), (ii) [0, λ0), (iii) [0, λ0]. Все указанные воз-
можности могут быть реализованы. Например, в случае ограниченного симво-
ла B(a) = [0,+∞), а для непрерывного символа, удовлетворяющего a(1) = 0,
имеем K(a) = [0,+∞).

Теорема 14. Существует семейство символов aν,β(r), 0 < ν < 1, β ∈ R, для
которого

a) B(aν,0) = [0, ν], K(aν,0) = [0, ν), β = 0,
b) B(aν,β) = [0, ν), K(aν,β) = [0, ν), β > 0,
c) B(aν,β) = [0, ν], K(aν,β) = [0, ν], β < 0.

4.2. Параболический случай: операторы Теплица с символами, за-
висящими от y = Im z на A2

λ(Π). Напомним, что функция (2) отвеча-
ет за ограниченность оператора Теплица с символом a = a(y). Если сим-
вол a = a(y) ∈ L∞(R+), то оператор T (λ)

a очевидно ограничен на A2
λ(Π), и

‖T (λ)
a ‖ ≤ ess-sup |a(y)|. Легко видеть, что основной вклад в интеграл (2) для

больших x (x → +∞) определяется поведением a(y) в окрестности точки 0,
а при при малых x (x → 0) - поведением a(y) в окрестности +∞. В частно-
сти, если для неотрицательного символа a(y) либо limx→0 inf(0,x) a(t/2) = ∞,

либо limx→+∞ inf(x/2,x) a(t/2) = ∞, то оператор Теплица T (λ)
a неограничен на

каждом A2
λ(Π), λ ∈ [0,+∞).

Как и в предыдущем случае, поведение некоторых средних символа играет
существенную роль в изучении ограниченности соответствующего оператора.
Для локально суммируемой функции a(y) введем следующие средние

B
(1)
a,λ(ξ) =

∫ ξ

0

a(t/2)tλdt, B
(j)
a,λ(ξ) =

∫ ξ

0

B
(j−1)
a,λ (t)dt, j = 2, 3, . . . .

Обозначим через L1(R+, 0) класс функций a(y), удовлетворяющих a(y)e−εy ∈
L1(R+) для любого ε > 0.

Теорема 15. Пусть a(y) ∈ L1(R+, 0). Если для λ0 ∈ [0,+∞) и некоторого
j ∈ N функция B(j)

a,λ0
(ξ) имеет следующую асимптотику

B
(j)
a,λ0

(ξ) = O(ξj+λ0 ), ξ → 0(7)

и

B
(j)
a,λ0

(ξ) = O(ξj+λ0 ), ξ → +∞,(8)
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тогда для каждого λ ∈ [0,+∞) соответствующий оператор Теплица T
(λ)
a

ограничен на A2
λ(Π).

Примером неограниченного символа, порождающего ограниченный на лю-
бом A2

λ(Π), λ ∈ [0,+∞) оператор Теплица, является функция a(t/2) =
t−β sin t−α, где 0 < β < 1, α > 0.

Замечание 2. Условие (7) обеспечивает ограниченность функции γa,λ(x) в
окрестности точки x = +∞, в то время как условие (8) обеспечивает ограни-
ченность γa,λ(x) в окрестности x = 0.

Замечание 3. Здесь мы опускаем формулировки теорем и утверждений, ана-
логичных теоремам 11, 12, 13, 14 и следствиям из этих теорем. Соответствую-
щие результаты имеют место и формулируются аналогично с определенными
изменениями.

4.3. Гиперболический случай: операторы Теплица с символами, зави-
сящими от θ = arg z на A2

λ(Π). Напомним, что функция (3) отвечает за огра-
ниченность оператора Теплица с символом a(θ). Если a(θ) ∈ L∞(0, π), то опера-
тор T (λ)

a очевидно ограничен на A2
λ(Π) для каждого λ и ‖T (λ)

a ‖ ≤ ess-sup |a(θ)|.
Для a(θ) ∈ L1(0, π) функция γa,λ(ξ) непрерывна в конечных точках ξ ∈ R.

Для больших ξ (ξ → +∞) экспонента e−2ξθ имеет очень выраженный мак-
симум в точке θ = 0, и, следовательно, основной вклад в интеграл, содер-
жащий a(θ) в (3) для больших ξ определяется значениями a(θ) в окрест-
ности точки 0. Аналогично, основной вклад для больших отрицательных ξ
(ξ → −∞) определяется значениями a(θ) в окрестности точки π. В частности,
если для неотрицательного символа a(θ) либо limσ→0 ess-infθ∈(0,σ)a(θ) = ∞,

либо limσ→π ess-infθ∈(σ,π)a(θ) = ∞, то оператор Теплица T (λ)
a неограничен на

каждом A2
λ(Π), λ ∈ [0,+∞).

Аналогично предыдущему, поведение некоторых средних символа в суще-
ственной степени определяет картину ограниченности оператора Теплица. Для
локально суммируемой функции a(θ) положим:

C
(1)
a,λ(σ) =

∫ σ

0

a(θ) sinλ θdθ, D
(1)
a,λ(σ) =

∫ π

σ

a(θ) sinλ θdθ,

C
(j)
a,λ(σ) =

∫ σ

0

C
(j−1)
a,λ (θ)dθ, D

(j)
a,λ(σ) =

∫ π

σ

D
(j−1)
a,λ (θ)dθ, j = 2, 3, . . . .

Теорема 16. Пусть a(θ) ∈ L1(0, π). Если для некоторого λ0 ∈ [0,+∞) и
j0, j1 ∈ N выполняются условия

C
(j0)
a,λ0

(σ) = O(σj0+λ0), σ → 0,(9)

D
(j1)
a,λ0

(σ) = O((π − σ)j1+λ0), σ → π,(10)

то соответствующий оператор Теплица T (λ)
a ограничен на A2

λ(Π) для каж-
дого λ ∈ [0,+∞).

Примером неограниченного символа, порождающего оператор Тепли-
ца, ограниченный на любом A2

λ(Π), λ ∈ [0,+∞), является функция
a(θ) = (sin θ)−β sin[(sin θ)−α], где 0 < β < 1, α > 0.
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Замечание 4. Здесь, как и в предыдущем случае, мы опускаем формулиров-
ки теорем и утверждений, аналогичных теоремам 11, 12, 13, 14 и следствиям
из этих теорем. Соответствующие результаты имеют место и формулируются
аналогично с необходимыми изменениями.

5. Динамика поведения спектра операторов Теплица

Пусть E подмножество R, имеющее +∞ в качестве предельной точки, и для
каждого λ ∈ E существует множествоMλ ⊂ C. ОпределимM∞ как множество
всех z ∈ C, для которых существует последовательность комплексных чисел
{zn}n∈N такая, что

(i) для каждого n ∈ N существует λn ∈ E такое, что zn ∈Mλn ,
(ii) limn→+∞ λn = +∞, (iii) z = limn→+∞ zn.

Будем писать M∞ = limλ→+∞Mλ и называть M∞ (частичным) пределом се-
мейства {Mλ}λ∈E.
В случае когда E дискретное множество с единственной предельной точ-

кой - бесконечностью, приведенное выше определение совпадает с определени-
ем частичного предельного множества, веденным в [8]. Можно показать, что
M∞ =

⋂
λ

⋃
µ≥λ Mµ. Заметим, что limλ→+∞Mλ = limλ→+∞Mλ.

В каждом из трех рассматриваемых в данной статье случаев для оператора
Теплица T (λ)

a с символом a, полагая Mλ(a) = Rangeγa,λ, имеем

spT (λ)
a = Mλ(a).

Заметим, что для оператора Теплица с L∞ -символом имеем ([1]):

spT (λ)
a ⊂ conv(ess-Rangea), a ∈ L∞(D), λ > −1.(11)

Основной целью настоящего пункта является исследование предельного мно-
жества и его связи с символом оператора. Поскольку формулировки соответ-
ствующих теорем идентичны во всех трех случаях, мы приводим теоремы толь-
ко в эллиптическом случае. В двух других случаях ограничимся несколькими
примерами.

5.1. Эллиптический случай.

5.1.1. Непрерывные символы.

Теорема 17. Пусть a = a(r) ∈ C[0, 1]. Тогда

lim
λ→+∞

spT (λ)
a = lim

λ→+∞
Mλ(a) = Rangea.(12)

Очевидно, множество Range a совпадает со спектром spaI оператора умно-
жения на a = a(r), действующего, скажем, на любом L2

λ(D), поэтому другая
запись (12) имеет вид

lim
λ→+∞

spT (λ)
a = sp aI.

Напомним, что для непрерывного символа a(r) и для каждого фиксирован-
ного λ спектр spT (λ)

a совпадает с замыканием множества γa,λ = {γa,λ(n)}n∈Z+ ,
то есть является дискретным множеством с единственной предельной точкой
a(1). Определенная тенденция в поведении последовательности γa,λ проявля-
ется когда λ стремится к +∞, и предельное множество M∞(a) совпадает с
образом символа a(r).
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Проиллюстрируем этот эффект на примере символа a(r) = (1+( 9
10 i−1)r2)4

для трех значений λ: λ = 0, λ = 5 и λ = 100.
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Рисунок 1. Последовательность γa,λ = {γa,λ(n)}n∈Z+ для λ = 0, λ = 5 и
λ = 100.

5.1.2. Кусочно-непрерывные символы. Пусть a(
√
r) - кусочно-непрерывная

функция на [0, 1], имеющая скачки в конечном множестве точек: r0 = 0 <
r1 < r2 < ... < rm < 1 = rm+1. Введем множество

Jj(a) = {z ∈ C : z = a(
√
r), r ∈ [rj + 0, rj+1 − 0]}.
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Пусть Ij(a) - прямолинейные отрезки в C с концевыми точками a(
√
rj − 0) и

a(
√
rj + 0). Обозначим

R̃(a) =

⎛⎝ m⋃
j=0

Jj(a)

⎞⎠ ∪
⎛⎝ m⋃

j=1

Ij(a)

⎞⎠ = Rangea ∪
⎛⎝ m⋃

j=1

Ij(a)

⎞⎠ .

Теорема 18. Пусть a(
√
r) - кусочно-непрерывная функция, как и выше. Тогда

lim
λ→+∞

spT (λ)
a = M∞(a) = R̃(a).

Возникновение прямолинейных сегментов, соединяющих односторонние
пределы в точках разрыва символа вполне типично в теории операторов Теп-
лица с кусочно - непрерывными символами, действующими на пространствах
Харди или Бергмана (см. например, [2, 11]). Принципиальное отличие наше-
го случая состоит в следующем. В упомянутой ситуации прямолинейные сег-
менты возникают в существенном спектре оператора Теплица. В нашем слу-
чае каждый оператор Теплица является компактным возмущением единично-
го оператора, то есть T (λ)

a = a(1)I + K, и его существенный спектр состоит
из одной точки a(1) для всех λ. Для каждого фиксированного λ спектр опе-
ратора Теплица совпадает с дискретным множеством (последовательностью
{γa,λ(n)}n∈Z+) с предельной точкой a(1). Тенденция формирования прямоли-
нейных сегментов возникает при больших значениях λ и сами сегменты появ-
ляются только в предельном множестве.
Проиллюстрируем этот эффект на кусочно-непрерывном символе (см. Ри-

сунок 2)

a(r) =

{
e−iπr2

, r ∈ [0, 1/
√

2],
eiπr2

, r ∈ (1/
√

2, 1].

Еще один интересный пример кусочно-непрерывного символа также иллю-
стрируется ниже в гиперболическом случае.
Для L∞ - символов кроме априорной информации (11) мы, очевидно, имеем

lim
λ→+∞

spT (λ)
a = M∞(a) ⊂ conv(ess-Range a).

В то же время структура множества M∞(a) внутри conv(ess-Rangea) может
быть существенно различной. С учетом теорем 17, 18 можно привести примеры
символов, для которых

M∞(a) = Rangea,
M∞(a) = conv(ess-Range ),
M∞(a) ⊂ ∂ conv(Rangea),
M∞(a) = ∂ conv(Range a).
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Рисунок 2. Последовательность γa,λ = {γa,λ(n)}n∈Z+ для λ = 0, λ = 4,
λ = 40 и λ = 200.

5.1.3. Неограниченные символы.

Теорема 19. Пусть a(
√
r) ∈ L1(0, 1). Тогда

M∞(a) ⊂ conv(ess-Rangea).

Если, кроме того, a(
√
r) ∈ L1(0, 1) ∩ C[0, 1), то

Rangea ⊂M∞(a).

Проиллюстрируем теорему на примере символа a(
√
r) = ri−α, α ∈ (0, 1).

Для данного символа имеет место представление

γa,λ(n) =
(

1 +
λ+ 1
n+ 1

)α−i (
1 +O(

1
n+ 1

) +O(
1

n+ λ
)
)
.

Фиксируя u ∈ (0, 1), всегда можно выбрать λ и n так, чтобы
(
1 + λ+1

n+1

)
= u−1.

В этом случае M∞(a) = Rangea (см. рисунок ниже).
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Последовательность γa,λ = {γa,λ(n)}n∈Z+ для λ = 100000 и предельное
множество M∞(a).

5.2. Параболический случай. Как было отмечено, мы опускаем формули-
ровки соответствующих теорем и остановимся на некоторых примерах. С уче-
том специфики данного случая покажем, что не только разрывы, но также и
скорость осцилляции влияет на вид предельного множества.
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Функции γa1,λ(x) и γa2,λ(x) для λ = 0.
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Функции γa1,λ(x) и γa2,λ(x) для λ = 10.
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Функции γa1,λ(x) и γa2,λ(x) для λ = 1000.

Рассмотрим два типа осцилляции (сильную и слабую) на примере следую-
щих символов a1(t) = (1 + 2t)i = ei ln(1+2t), a2(t) = ei2t, t ∈ [0,+∞).
Тогда Range a1 = T, M∞(a1) = D и Range a2 = T, M∞(a2) = T соответствен-

но (см. рисунок).

5.3. Гиперболический случай. Здесь мы проиллюстрируем кусочно-
непрерывный случай на следующем примере символа:

a(θ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

exp{i [−π
6 + 2π

3
7θ
π

]}, θ ∈ [
0, π

7

)
1
3 exp{i [−π

6 + 2π
3

(
7θ
π − 1

)]}, θ ∈ [
π
7 ,

2π
7

)
exp{i [−π

6 + 2π
3

(
7θ
π − 1

)]}, θ ∈ [
2π
7 ,

3π
7

)
1
3 exp{i [−π

6 + 2π
3

(
7θ
π − 2

)]}, θ ∈ [
3π
7 ,

4π
7

)
exp{i [−π

6 + 2π
3

(
7θ
π − 2

)]}, θ ∈ [
4π
7 ,

5π
7

)
1
3 exp{i [−π

6 + 2π
3

(
7θ
π − 3

)]}, θ ∈ [
5π
7 ,

6π
7

)
exp{−iπ

6 }, θ ∈ [
6π
7 , π

]
Представим образ символа a = a(θ) и образ γa,λ для следующих значений λ: 1,
10, 70 и 500, а также предельное множество M∞(a).
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Символ a(θ) и функция γa,λ для λ = 1.
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Функция γa,λ для λ = 10 и λ = 70.
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Функция γa,λ для λ = 500 и предельное множество M∞(a).
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