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Variedades

Definicién: Una n-variedad M es un espacio localmente =~ a R" .

Existe una cubierta & = {U,} y funciones ¢, : U, — R™ continuas,
biyectivas con inversa continua.

® M es suave si las composiciones

$p0da’ : pa(Ua NUs) = ¢5(Ua NUg)

son funciones diferenciables.

Ejemplo: El circulo unitario
St={zeC | |2| =1} ® Las 1-variedades son las curvas suaves
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® | as 2-variedades son las superficies suaves

Las superficies conexas, compactas, orientables
estan clasificadas por su género

g=0 S?
g=1 T2 =S! x St

¢
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En general: Sq = T24 ... #T?

* El plano proyectivo RP? =S§?/z ~ +z
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* Superficies compactas no orientables N;, = RP?# ... #RP?



Espacios de configuraciones

En un brazo robot, el espacio de posiciones
posibles (configuraciones) tiene la topologia

de un toro de dim. n

™ =8S'x...xS!

Sistema o acoplamiento mecénico:

Teorema (Kapovich-Milson, 2002) Toda variedad compacta es
difeomorfa al espacio de configuraciones de un sistema mecanico.



Derivadas

Definicién: Una funcién f: M — N es diferenciable si Vp € U, C M
y fp)eVsC N X
Ygo fod,

es una funcién suave entre abiertos de R™ y R™.

T:R—=M,  ~(0)=p,
e = +(0) € T,M
)

® El espacio tangente a M en un punto p € M, es el espacio vectorial
T, M de direcciones tangentes a M en p.
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® Derivada: Df,: T,M — Ty, N (transformacién lineal)



Definicién:
® p € M es punto regularsi Df, : T,M — Ty, N es sobre.

® g € N es valor regular si f~!(q) C M consiste de ptos. regulares.

Si T:U — V es una transformacién lineal entre espacios
vectoriales de dim. finita

dimker(T") + dimim(7T) = dim U
Si T es sobre, se tiene:
dimker(T) =dimU — dimV
Teorema (de la preimagen)

Si ¢ € N es valor regular de f: M — N, entonces f~1(q) C M es una
subvariedad tal que

dim f~!(¢) = dim M — dim N



Ejemplo: La esfera unitaria S™
={zeR"™ | z}+.. . +22,,=1}

es una variedad de dimensién n

[R5 R

fla)=at+.. +ah,

® Ve = (221,...,22041)
® 1 es valor regular de f

e dmS"=(n+1)—1=n



Ejemplo: El grupo ortogonal O(n) ={Ae€ M,(R) | A-A'=1,}
es una variedad compacta de dimensién n(n — 1)/2.

[ Mn(R) — Sim,(R)
Ar—s A A
* O(n) = f'(I,).

® [, es valor regular de f :

Al A+ AX) (A +AX)
|,

= (A-A+X A+ A-A"+A-X") =B

Dfa(X)

Resolver : X -A'4+A-X'=C = X=1icA

-2

® O(n) es una subvariedad de M, (R) de dimensién

dimO(n) =n® — In(n+1) = in(n - 1).



Observacién:

Ae€eO(n) <« filas de A forman una base o.n. de R"

columnas de A forman base o.n. de R"

I

A:R"™ — R™ preserva normas, i.e.
|Az|| = [|z| VzeR"
& A preserva productos internos
(Az, Ay) = (z,y) Va,y e R"
® AcO(n) = det(A) ==l

® O(n) tiene dos componentes conexas (rotaciones y reflexiones).

Ejemplo: El grupo ortogonal especial
SO(n) ={A € O(n) | det(A) =1}

= grupo de rotaciones de R"



Cason = 2:

50(2):{(cos0

senf  cos@

IR

{e | 0<h<2n}

_Sen9> :0§0§27r}

= st

Caso n = 3: Todo elemento de SO(3) estd dado por un eje de rotacién en R?

(dirigido) y un dngulo —7w < 6 < 7.

0=0e

Como espacio topolégico

X
o]l

S0(3)

T~z

Ve dB

(0; )

= RP®

espacio proyectivo real, dim 3



Definicion: El espacio de configuraciones de n puntos distintos en X

Co(X) = {(z1,...,2n) € X" | z; #£ z;}

([1+) >

Un punto en C4(R?)
Una trayectoria en C3(R?)

Problema abierto: Dada una variedad M, describir la topologia del
espacio C, (M)



Ejemplo (Alineamiento de faros) Tres vehiculos recorren trayectorias
suaves en R2. ; Que tan frecuentemente sus posiciones son colineales?

Funcién que calcula el drea

7)) Fre®) SR

> f(v1,v2,v3) = det[va—vy 5 v3—v1]

® 0 R valor regular de f
®* W =f"10) subvariedad de C3(R?) de dimensién

dim W = dimC3(R?) —dimR =6 -1=5
® Tres trayectorias:  funcién continua 7 : Riempo — C3(R?)

dimR — dim~y~ (W) = dim C3(R?) — dim W

Por tanto esperamos colinealidad en un conjunto discreto de tiempos.



Complejos Simpliciales
Definicién: Un complejo simplicial K es un espacio que consiste de
puntos, segmentos, tridngulos y simplejos en dims. > 3, tales que:

1. Si o es un simplejo de K, sus caras

pertenecen a K.
2. Si dos simplejos de K se intersectan,

su interseccién es una cara comdin.

El simplejo estandar de dim k

k
Ak:{mERIH'l : Zﬂﬂi:l, :1:,'20}

1=0

Ejemplos:




Complejos Celulares

Definicién: Un complejo celular es un espacio que se construye a partir
de un conjunto (discreto) de puntos pegando celdas (o células) o™ =~ D"
de dims. n=0,1,2,...
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> SQZGOUglLJ(UiUU%)
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celts

t {)2&“%
T? = 0% U (o) Uap) Uo? 3

Ejemplo:




Caracteristica de Euler:
Definicién: Si X = U0, es un complejo simplicial (o celular), definimos
la caracteristica de Euler de X

X(X) = (~1)*(nim. de celdas de dim. k)

k

Si X es una superficie compacta o
un poliedro x(X)=V -A+C

Superficies orientables compactas

A I a1 )

X(8?*) =2 X(T?) =0 X(Sy) =2—2g



Vértices | Aristas | Caras | Caracteristica de Euler:
Nombre | Imagen

v A c V-A+C . .
® La superficie S de un poliedro
Tetraedro & 4 6| 4 2 convexo es homeomorfa a S2.
Cubo 8 12 6 2 . . .
‘ ® S es un poliedro de tipo (p, q) si
Octacdro ‘ £ e 2 p = ndm. de aristas de cada cara
Dodecaedro 0 20 30 | 12 2 q = nim. de caras que se encuen-
‘ tran en cada vértice.
Icosaedro 12 30 20 2

Teorema: Existen tinicamente cinco poliedros regulares.

Demostracién: Si S es un poliedro regular de tipo (p, q), entonces:

24 A+2A—2
Vzﬁz(e)%:% q P
q q p q 1 1 1
< (i) -
A=— qg 2 p
2
24 1 1 1
C=— = —4+- > =
p P q 2




Ejemplo: j Cudntos pentdgonos tiene un baldn de fitbol?

PPBS

5p + 6h 5p + 6h
- h) =2
[ spon () - (ZE2) woem)
3
5p + 6h 2(5p + 6h) — 3(5p + 6h) + 6(p + h) = 12
A=
(10p + 12h) — (15p + 18h) + (6p + 6h) = 12
C=p+h
p=12
Fullerenos:

Ceo

Tienen 12 pentdgonos




Ejemplo (Curvatura) M C R? superficie suave. El mapeo de Gauss

~v: M — S? asocia a todo punto de M el vector unitario normal a M.

Dy : T,M — Ty(,)S* = T,M

e Curvatura de Gauss: x, = det(D~,)

® x es un dato geométrico: invariante
bajo rotaciones y traslaciones.

® Estirar o deformar M cambian k.

Teorema (Gauss-Bonnet) Si M C R? superficie compacta, orientada
suave, entonces la integral de la curvatura de Gauss estd dada por:

/ kdA = 27 - x(M)
M

Dem: Ver M. do Carmo; Differential Geometry of Curves and Surfaces.



Teorema (Campos Vectoriales) M variedad

f};}\t\\\‘ compacta conexa sin frontera posee un campo
LSl t \ vectorial #0 siy solosi x(M)=0.
S AN
=> M f Nota: En dims 1 y 3 todas las variedades com-
-

- pactas tienen x (M) = 0.

Dem: Sup. M compacta, dim. n, que admite un campo V # 0.
Ponemos una estructura celular sobre M con celdas suficiente -
mente pequefias, transversales a V. Vo sea I(o) = coleccién de
caras de o en las que V apunta al interior de o.

® (o) # @ (por transversalidad) y contiene

® el interior de o (& interior del disco D™) y

® algunas caras de la frontera (cuya unién ~ a D" ')

Asi x(I(0)) = (=1)" 4+ (=1)""* =0 y como los I(c) forman una particién

de todas las celdas
X(M) =Y " x(I(0)) =0.



Grupos de Homologia
Complejo simplicial

Cadenas en dim. n: Paran=0,1,2,...

Cn(X) = grupo abeliano libre generado
por los n-simplejos de X

X

. ' -
B Elugon ] = [ 1-[vy]

Operador frontera:

Avg vy val = [y, v2] = [vg, 0] + (Va0 ]
9 Ca(X) = Cr1(X) O\,
V‘ Ty Bwg, vy, v, vy] = [y, w2, 03] — [, v, 5]
v, [y v vzl = [vg, vy ve)
) .

n
Ovo, - o] = > (=1)"[v0, -+, Vi1, i, Vig, - -, Un]
=0



L2 () 2 (X)) 2 (X)) 25 (X)) 25 0

Op, © n+1 = 0
ker(dy,) Zn(X)

Grupos de Homologia: H,(X) = — ) =3 9
m(On+1 n

Homologia de superficies

H2 :Z H2 :Z H2 =7



Ejemplo: Homologia de la esfera S™
Z siq=0
HyS")=<(Z sig=n

0 otro caso

Ho(X xY) 2 @D Hy(X)@H (Y) @& @D Tor(Hi(X), H;(Y))

ptg=n itj=n—1

Observacion: Todas funcién continua f : X — Y induce un homomorfismo
fe i Ho(X) — Hp(Y)
Propiedades:
® Laidentidad id: X — X induce (id)«: Ho(X) = Hn(X).
®*Sif:X—=>Y vyg:Y — Z entonces (go f)s = g« 0 fu




Teorema (del punto fijo de Brower) W&
Toda funcién continua g: D? — D?

tiene un punto fijo, i.e. existe o € D?

tal que g(xg) = 0.

Dem: Supongamos que ¢ : D? — D? no tiene puntos fijos, i.e. g(z) # x,
Yz € D?. Consideremos el rayo de g(z) a  y sea h(z) su interseccién con
S'. Entonces:

® h:D? > S!es continua

® hiz)=uz, Vze St

De la topologia al dlgebra
sl t.p2 M gt — A

idgl idz



Ejemplo: Cinematica inversa
Dado un brazo robot con espacio de
configuraciones T" =S! x ... x §!
el mapeo cinematico

k:T" — SO(3)
manda una sucesién de rotaciones en la
orientacién neta del extremo del brazo.

Pregunta: ;Se puede invertir el mapeo x?

Proposicién: No existe s : SO(3) — T™ continuo tal que so k = idrn

Dem: Supongamos que tal s existe

idyn /\
/\ Hy (TR H, SO (3)——> H) (T"
o g0 () H1 50(8) 2 )y (1)
id

YAl L- Zzi> " #Hco



Homologia Persistente

TDA (Analisis Topoldgico de Datos)

Cédigos de barras

Hy =7° Hy =73 Hy =73 Hy =73 Hy =Z
Hy =0 Hy =0 Hy =7 Hy =0 Hy =




Homologia Persistente

Aplicacion: Subgrupos de diabetes tipo 2 a través de anilisis topolégico
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