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.
En esta platica vamos a considerar un campo base K que
puede ser:

K =Q,
K =R,
K =C,

K = Zp, enteros médulo un primo p.
K = F4, campo finito con g elementos.




Sean K un campo,

S =K]4,..., 1] anillo de polinomios con coeficientes en
K en las variables t1, ..., fs,
g1, -..,0n polinomios en S,

I=(91,...,9n) = {h1gs +--- + hngn: h; € SVi}

ideal de S generado por g4, ..., gn.

Los 3 invariantes fundamentales del ideal / son:
dim(S/1), dimension,
deg(S/1), grado,
reg(S/1), regularidad.



.
Antes de definir la dimension, el grado, y la regularidad,
vamos a introducir 3 problemas en donde estos
invariantes juegan un papel importante.

Problema: ; Como podemos definir y calcular la
dimensién de una variedad afin?

Problema: ; Como podemos calcular el nimero de raices
de un polinomio en varias variables sobre un campo
finito?

Problema: ; Como podemos resolver el problema de
interpolacion polinomial en varias variables?




La dimensién de una variedad afin

Una variedad afin X es el conjunto de ceros de un
sistema finito de ecuaciones polinomiales:

X = Vks(g1,...,9n) = {P € K®: gi(P) = 0 para todo i},

donde g4, ..., g, son polinomios en S = K[ty, ..., t].
Si X # 0, la dimension de X se define como:

dim(X) := dim(S//(X)),

donde /(X) es el ideal anulador de X que consiste de
todos los polinomios de S que se anulan en X.

TeoremaSiK =Cy /= (gi,...,09n), entonces
X = Vks(I) # 0 y la dimension de X es igual a dim(S//).




El grado y los ceros de polinomios

Si X C K, | X|<oo,y0+#fe S, entonces el nimero de
raices de f en X esta dado en términos del grado por

deg(S/(/(X), 1)) si (I(X): f) # I(X),
|Vx(f)] =
0 si (I(X): f) = I(X).

Donde (/(X): f) := {g € S| gf € I(X)}.

Corolario

Si K = F, es un campo finito y 0 # f € S, entonces
| Vies (F)| = deg(S/(I(Fg), 1)) si (I(Fg): f) # I(Fy),

Vis(f) = 0'si (I(F3): f) = I(Fg), y I(F5) = ({t7 — ti}i_y)-




La regularidad en interpolacion polinomial
Sean K un campo,

S =K]t,...,t] anillo de polinomios con coeficientes en
K en las variables t1, . . ., L,

S~ d espacio vectorial de los f € S con grado(f) < d,

X ={P1,..., Pn} un conjunto finito de puntos distintos en
el espacio afin A® .= K53,

d > 1 un entero.

Problema de Interpolacion Polinomial:

Dados escalares ¢y, ..., ¢, en K, jexiste f € S-d tal que
f(P)=ciparai=1,...,m?




Funciones de Hilbert

Sea S = K|t, ..., t] un anillo de polinomiosy sea I C S
un ideal. La funcion de Hilbert afin de S/ se define como

H/a(d) = dimK(Sgd/lgd) d= O7 1 ; 2, soog

donde I.4es S<qgN .

Teorema (Hilbert)
Existe un unico polinomio h/(z) € Q[z] tal que

H(d) = h/(d) parad > 0.

El polinomio h,(z) se llama el polinomio de Hilbertde S/I.




Dimension, grado, y regularidad

Podemos escribir el polinomio de Hilbert de S// como:
hi(z) = aka aF ak_1zk‘1 + -+ a1Z + Ao,

donde ax # 0y a; € Q para todo /.

Definimos:
(dimension) dim(S/I) := k = grado(h(z)),
(grado) deg(S/1) := k! ax,
(regularidad) reg(S/I) es el menor entero r > 0 tal
que HA(d) = hy(d) parad > r.

El grado es siempre un entero positivo, es decir, k! a, es
un entero positivo.




s
El calculo de

dim(S//), dimension,
deg(S/1), grado,
reg(S/1), regularidad.
se puede realizar usando bases de Grobner. El sistema

de software algebraico MacaulayZ2 tiene funciones para
calcular estos invariantes de manera directa.




Proposicion
Si I C S es unideal, entonces

dim(S/l) = grado(h(2))
= max{n|existe una cadena po C p1 < --- < pp
de ideales primos de S}.

.
e Este resultado nos dice que el grado del polinomio de
Hilbert de S// es la dimension de Krull de S// como anillo.
e Si K = Cy A® = K* tiene la topologia de Zariski,
entonces dim(S) es igual a

max{n| existeunacadenaz, C Z; C --- C Z,
de conjuntos cerrados irreducibles de A®}.




Ejemplo

SeanS=Kl[t,.. | =S Si1®---&Sygd---
con la graduacion estandar, i.e.,

So = K, constantes,
Si =Kt P - P K, formas lineales,
S = @,; Ktitj, formas cuadraticas,

So = Dar,..a)ere, 55, ama Ki' -+ 15, formas de grado d.

.....




Continuacién Ejemplo

Si/=(0),tenemos S<y/l<4g = S<ag=So @ --- D Sy
J I fi+s—1
H(d) = dimk(S<a) =) _dimk(S) = Z( . 1 )
i=0 i=0

(d:s) _ (d+1)-s-!.(d+s)

Por lo tanto el polinomio de Hilbert de S es:

hi(z) = (z+s> (z+1)---(z+58)

S s!

Y

luego los invariantes basicos de S son

dim(S) = grado(h/(z)) =s, deg(S) =1, reg(S)=0.




(0
Consideremos un sistema de ecuaciones polinomiales

g(ty,....,t)=0 parai=1,...,s

y sea Vks(gi,...,9n) la variedad afin de todas las
soluciones de este sistema.

Teorema

Suponiendo que dim(S/(g,-..,9n)) = 0, tenemos:
(@) [Vks(91,-- -, gn)| < deg(S/(n, -, 9n)),

(b) SSIK=Cyl(gs,...,9n) & S, entonces
Vks(91,...,9n) # 0, y ademas

’ VKS(g17 SO 7gn)| = deg(S/rad(g1, . 7gS))'




o=y —Xx?

X
\/Q1=Xz+y2—1

Vie((91, 92)) < deg(S/(g1,02)) = 4




Continuacién Ejemplo
Sean S = K|x, y],

g1 = x2 + y2 — 1 (circulo),

g> = y — x2 (parabola).
Consideremos el ideal | = (g1,g2) = (2 +y — 1,x2 — y).

Como dim(S/(g1,92)) = 0, por el teorema anterior
tenemos:
| Vie(1)] < deg(S/1) = 4

con igualdad si K = C pués [ = rad(/).

Supongamos K = Q, entonces un punto (X, ¥o) en
Vipe(1) satisface la ecuacion y? + y — 1 = 0. Como esta
ecuacion no tiene raices en Q obtenemos Vio(/) =0




Continuacién Ejemplo

Supongamos K = R, entonces un punto (xo, ¥o) en Vie(/)
satisface la ecuacién y2 + yo — 1 = 0. Como las raices
reales de esta ecuacion son

(—1 £+/5)
2

Y Yo = X3 > 0 obtenemos que | Vi (/)| = 2

Supongamos K = C, tenemos 2 raices cuadradas reales
de E14¥8) y 2 raices cuadradas complejas de =155

Vi (1) = { (i (-1 jg*/g), (= j\/g)) } - Vee(D)] = 4




Curva eliptica sobre el campo finito K = Fz4

y

f=y?—x3+x




Continuacién Ejemplo

La curva eliptica C = Vi2(f) U {O} tiene estructura de
grupo. Estas curvas se usan en criptografia.

Como 9f/0x = —3x2 + 1y df /0y = 2y, para todo punto
(X0, Yo) sobre la curva Vk:(f) las derivadas parciales no
se anulan simultaneamente. Para ver esto supongamos
si se anulan ambas derivadas parciales:

3x2=1, 2y =0, y2—x2+x =0,
X0 #0, 0 =0,y x3 = xo. Luego de la dltima ecuacion
obtenemos x¢ = 1, lo que contradice la ecuacion 3x3 = 1

A las curvas cuyas derivadas parciales en cada punto
sobre la curva no se anulan se les llama suaves. Toda
curva eliptica es suave.




Continuacién Ejemplo
S= K[X,y], K= F, X = K2

Cuantos ceros tiene f = y2 — x® + x en F2,?

Usando Macaulay?2, obtenemos que el polinomio
f=y>—x3+x
tiene 71 ceros en X = K2. La correspondiente curva

eliptica
C = Vx(flu {0}

tiene 72 puntos. En este caso /(X) = (x"' — x,y"" — y),

| Vx(f)| = deg(F74[x, y1/(I(X), f)) = 71




Interpolacion en una variable
Sean K un campo,

S = K|{] anillo de polinomios en una variable t,

S<4 espacio vectorial de los f € S con grado(f) < d,

X ={Ps,..., Pn} un conjunto de puntos distintos en K,
d > 1 un entero.

Problema de Interpolacion:

Dados escalares ¢y, ..., cn en K, jexiste f € K[t]<d tal
que f(P)=cjparai=1,...,m?




(O
Sea K = F4 un campo finito. Hay una funcién K-lineal

Ta: Scq— K™, fis (F(Py), ..., f(Pm)).

La imagen de S-4 bajo Ty, denotada por Cx(d), se llama
codigo Reed—Solomon de grado d en X.

.
Reformulacion Problema de Interpolacion:

spara que valores de d se satisface Cy(X) = K™?
scual es el menor entero d > 1 tal que Cy(X) = K™?

El ideal anulador de X, denotado por /(X), es el conjunto
de todos los polinomios de K|[f] que se anulan en todos
los puntos de X.




Y
Por lo tanto

S<a/1(X)<qg =~ Cx(d).
Usando el algoritmo de la divisién obtenemos:
I(X) = ((t = Py)---(t — Pn)).

Recordar que la funcion de Hilbert Afin de S/I(X), se
denota por HZ(d), y esta definida como

H)a((d) = dimK(SSd/I(X)Sd) = dlmK(Cx(d))



Seag(t)=(t— Py)---(t— Pp). Es facil ver que
{1,%,...,19} is a K-basis of S.d/(g(t))<asid < m—1,
{1,%,...,t" 1} is a K-basis of S-d/(g(t))<gsid > m—1.
Por lo tanto obtenemos:

d+1 sit<d<m-1
H3(d) =

m sid>m-—1.
En particular Hg(d) = msiy solo si Cx(d) = K.



.
El menor entero d > 1 para el que existe Interpolacion

polinomial es d = m — 1. Este numero se llama la
regularidad de S/I(X) y se denota por reg(S//(X)).

(T
La distancia minima de Cx(d), denotada por dx(d), se
define como

dx(d) == min{|X \ Vx(f)| : fe€ S<a\ I(X)},
donde Vx(f) = {a € X|f(a) = 0}.




Proposicion

Supongamos que para algun d > 1 no hay interpolacion
polinomial, es decir, d < reg(S/l) = m — 1. Entonces La
distancia minima de Cx(d) es

5x(d):m—d22.

Demostracion
Notar | X \ Vx(f)|=m—d,donde f = (t — Py)---(t — Py).
Por lo tanto éx(d) < m—d.

Sea f cualquier polinomio en S<, \ /(X). Entonces f tiene
alo mas d raices X, esto es, | Vx(f)| < d. Entonces

X\ Vi(F)| > m—d.

Luego entonces dx(d) > m — d.



Parametros Basicos de Cx(d)
@ Longitud: m = |X| = deg(S/I(X))

@ Dimension: dimk(Cx(d)) =d+1parad < m—1

@ Distancia minima: dx(d) = m—dparad < m— 1

@ ix(d) = |X| — dimk(Cx(d)) + 1 (en general “<”)




Generalizando los Cédigos Reed-Solomon
Sean K = F, un campo,
X=A{Py,...,Pn} C K%,

S = K|ty ..., 5] anillo de polinomios,

El codigo afin tipo Reed—Muller es:

Cx(d) :={(f(P1),...,f(Pm))|f € S<q} C K™.

Parametros basicos
@ Longitud: deg(S/I(X)) = |X| = m,
@ Dimension: HA(d) = dimk(Cx(d))
@ Distancia minima:.

dx(d) := min{| X\ Vx(f)| : f€ S<ag\ I(X)},
donde Vx(f) = {a € X|f(a) = 0}.




Cota de Singleton
5x(d) < |X| = dlmK(Cx(d)) +1.

La distancia minima es dificil de calcular.




Funciones de Hilbert de ideales graduados

@ Sea S=Kilt,.... ] = &3 ,Sq un anillo de
polinomios con la graduacion estandar, K un campo.

@ / C S esunideal graduado de dimension
k = dim(S//)

@ La funcion de Hilbertde S/I es:

H/(d) = dimK(Sd//d), d= 0, 1,2, 500

Theorem (Hilbert)

Existe un polinomio h(t) € Q[f] de grado k — 1 tal que

Hi(d) = h(d) parad > 0




.
@ El grado de S/I, denotado por deg(S//), es el entero
positivo

(k= 1) limg_,o Hi(d)/d*" ! sik >1

deg(S/1) == {
dimk(S/1) sik =0.

@ La regularidad de S/I, denotado reg(S//), es el
menor entero r > 0 tal que H,(d) = h/(d) para d > r.




Ideales anuladores

5
El siguiente objetivo es generalizar los cédigos afines tipo
Reed—-Muller usando el espacio proyectivo.

.
@ Ps~' es el espacio proyectivo sobre K = F,

@ X es un subconjunto de Ps~!
@ /(X) C Ses el ideal anulador de X

@ S/I(X) es un anillo graduado Cohen—Macaulay de
dimension de Krull 1

@ La funcion de Hilbert de S/I(X) se denota por Hx(d)




Cédigos proyectivos tipo Reed—Muller

Sea K = F4 un campo finito,
X={[Pi],---,[Pm]} P con m= [X|.
Fijamos un entero d > 1. Hay una funcion K-lineal:

Ta: Sqg— K™ s (F(Py),....F(Pm)).

La imagen de Sy bajo T, denotada Cx(d), se llama un
codigo proyectivo de tipo Reed—Muller de grado d.




R
Los parametros basicos del codigo lineal Cx(d) son:

(a) longitud: |X]|,
(b) dimension: dimk Cx(d),
(c) distancia minima:

Sx(d) = min{||v|:0#£ v e Cx(d)},

donde ||v|| es el nimero de entradas no cero de v.




Lo siguiente da la bien conocida relacion entre codigos
de tipo Reed-Muller y funciones de Hilbert:

(a) deg(S/1(X)) = [X].

(b) Hx(d) = dimk Cx(d) for d > 0.

(c) dx(d) =1 for d > reg(S/I).

(d) Cota de Singleton: éx(d) < |X| — Hx(d) + 1.




Lemma

Si0 # f € S es homogeneo, entonces el numero de ceros
de f en X esta dado por

T deg(S/(I(X), 1)) si(I(X): f) # I(X),
e 0 si (I(X): f) = I(X).

Example
Usando Macaulay?2, obtenemos que el polinomio

f=86+86+1+tbt

tiene 18 ceros en X = IP? sobre el campo K = Fy3. Notar que
el ideal anulador de P2 es:

I(X) = (%6 — 483, 3t — 413, B3t — h1°).




(0
Sea | = I(X). La distancia minima se expresa como:

ox(d) = min{[[Ty(f)|: Ta(f) # O; f € Sq},
= min{|X\ Vk(f)| : fe Sy\ I(X)}
= |X| — max{deg(S/(I,f))|fe Sg\ I, (I: f) £ I}

Para codigos tipo Reed-Muller esta férmula en términos
del grado permite calcular la distancia minima usando
bases de Grdbner.




Example

Sean S = F3[t;, b, i3] y X el conjunto de puntos en P?:

[(1’170)]’ [(1’_170)]7 [(1707 1)]a
[(1707_1)]7 [(17_17_1)]7[(1717 1)]

Entonces I(X) = (5t — bt2, 2 — 13 + bt3 — t3) y los
parametros basicos de Cx(d) son:

d [1]2]3
X [6]6]6
Hy(d) | 356
sx(d) |3 121




(T
Existen enteros r > 1y r; > 1 tales que
1= Hx(O) < Hx(1) < 0 K& Hx(r— 1) < Hx(d) = |X|
para d > r = reg(S/1(X)),

(5x(1) > 5x(2) > e > éx(ﬁ) = 5x(d) =1 para d >n.

Fe
El entero ry, denotado por reg(dx), se llama el indice de
regularidad de Jx.

v

)
En general reg(dx) < reg(S/I(X)). En efecto, usando

ox(d) < [X| = Hx(d) + 1,

obtenemos que dx(d) = 1 para d > reg(S/I(X)).




Comparando las funciones Hx) y dx




Ejemplo
Sea K el campo F3. Consideremos el conjunto

X={[1,1,1],[1,-1,0],[1,0,—1],[0,1,—1],[1,0,0]} c PP?

Usando Macaulay?2, obtenemos que reg(S//(X)) = 3.

Tenemos que dx(1) = 1 pues el polinomio ¢ + & + f3 se
anula en todos los puntos de X\ {[1,0,0]}.

Por lo tanto 1 = reg(dx) < reg(S/I(X)) =3

5
Existen muchas familias donde reg(dx) = reg(S//(X)).




Problema Principal

Si X tiene una “buena” estructura algebraica o
combinatoria encontrar formulas, en términos de s, q,d, y
la estructura de X, para los parametros basicos de Cx(d):

(a) Hx(d),
(b) deg(S/1(X)),

(c) ox(d),

(d) reg(S/I(X)).

En particular nos interesan los siguientes casos:

@ X esta parametrizado por monomios y“', ..., y".
@ X es un “conjunto cartesiano proyectivo anidado”.




THE END




