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Variaciones sobre el Teorema Fundamental

del Calculo.

Hablaremos sobre una de las férmulas mas impor-

tantes del andlisis: El teorema generalizado de Stokes.

fsd(P = fas(P

I
\@/\>

‘Xz

@ es una forma diferencial de grado 1 sobre S,

do es la diferencial de ¢ y tiene grado 2.

S es una superficie de dim 2 en R’

dS es la frontera de S y tiene dim 1.

Esta férmula es una generalizacion del teorema funda-

mental del calculo:

j;f(x)dx = j;P’(x)dx = fldl—“ = F(b) — F(a) =: £1F’



donde dF = F'dx, F es la “primitiva” o “antiderivada” de
f,
I = [a,b]. En este caso F correspondeapela$

La herramienta fundamental para la generalizacion
mencionada es la férmula para el cambio de variable
en integrales:

En una variable, si x = @(t), t € [a,B] =1y
a=@la), b=p@), ]=el)

b F‘B p
f food = [ flppp() = f () (Bt
fodr = [(Fo @0 g0t

——
dx

En dos variables sea ® un cambio de coordenadas o cam-

bio de variables, p. ¢j. de coord. polares a coord. carte-

sianas, esto es:
x=rcosO = @(r,0)

}CD = (p1,92) : (1,0) = (x, 1)
y =rsend = @o(r,0)

jq:(A) F(x, y)dxdy = (" F(qpi(r, 0), a(r, 0))dp1(r, 0) © de,(r, 0)

A
= Z(P o ®)(r,0) dd (r,0)

?



Por célculo integral de dos variables sabemos

f F(x, y)dxdy = f(F o @)(r, 0)|Jo(r, O)|drdO
D(A)

A
91 991
% % (r, 0)drdO = Jo(r, 0)drdO
dr  d0
En lugar de dxdy debe ponerse rdrd0
8q)1 5’g01
dx = &81* ——dr + ad@ ——d0 = cos Odr — rsen0d0
_ g2 Opp
dy = > ——dr + 0 ——d0 = senOdr + cos 0d0

dxdy ~ |Jo(r, 0)|drdO

Se introduce el producto “cufia” de diferenciales que
hereda las propiedades de multiplicacién de los deter-

minantes:
dx Ady = (cos Odr — rsen0d0) A (senOdr + r cos 0d0)

= (cos Odr) A (senBdr) + (cos Odr) A (r cos 6d6O)
+ (—rsenBd0O) A (senBdr) + (—rsenB8dO) A (r cos Od0O)

con A distributivo respecto a + y — y ademads anticon-
mutativo, como con las columnas o los renglones en los

determinantes:

dr AdO = —-dO Ndr, drAdr=0, dOAdO =0



y por lo tanto
dx A dy = rcos” Odr A dO — rsen”*0dO A dr = rdr A dO

Estas reglas pueden extenderse a dimensiones superio-
res definiendo k-formas-diferenciales mediante sus “com-
ponentes”. Si X = (x1,...,x,) € R", A C R" es un abierto
y C(A) el conjunto de todas las funciones (diferenciables)
sobre A, a cada f € C(A) se le llama una 0-forma.

A las diferenciales usuales se les llama 1-formas:
f(X)dx1 + fo(X)dxp + -+ - + f,(X)dx,
Definicion. @ # A c R". Una k-forma (diferencial alter-
nante) o FDA es una funcion ¢ : I — C(A), donde
Ti:={(i1,12,...,5): 1< <ip<---<i<n; iy,...,15, €N}

es el conjunto de todos los k-tuplos de indices crecientes de

enteros de 1 a n.
T3 (i1,..., i) = @(i1,..., i) € CA)
oz, ..., W)(X) = @i, 5 (X) €R
Una k-forma ¢ esta especificada por sus componentes, k

se llama el grado de @. El conjunto de todas las k-formas

se denota por DF. Asi, p. €j., en R°:



O-forma tiene 1 componente: ¢

1-forma tiene 3 componentes: @1, @2, Q3

P1dx1 + Qadxy + @adxs

2-forma tiene 3 componentes: @12, P13, P23

P12dx1 A dxy + @13dxy A dxs + @o3dxy A dxs

3-forma tiene 1 componente: @123 : Q123dx1 A dxy A dxs.

En general, en R”, una k-forma tiene (}) = (n_”—k'),k, com-
ponentes.

Definimos la suma de formas de igual grado y el pro-
ducto de una forma por una funcién:

Si, !, p? € DF, entonces

(@' + i1, ..., i) == @ (i, .., i) + @°(in, - - i)
El producto de f € C(A) = D°(A) por ¢ € D se define
f - @ € D mediante
(f - o), ... 00) = f-@(in, ..., k)
Sean @, p!, p?, @> € D,  f1, f» € C(A). Entonces
a) (p' + 9% + 97 = ¢! + (9* + ¢7)
b) (p +0) = @, donde 0(iy, ...,ix) =0 V(iy,..., i) € T



¢) ¢ +(-¢) =0donde —¢ := (-1)p

d) (fLR2)e = fi(f20)

f)lp=¢

g) (i + L)@ +¢%) = ip' + fip? + o' + fog?

DF es un “moédulo” unitario sobre C(A).

Expresion normal de una forma mediante k-formas

elementales.

Definicion. Sea (j1,..., jx) € L« fijo. La k-forma ¢ definida

por

) ] 1 si (il,...,ik)z(jl,...,jk)
Y(iy, ..., o) = o ' . .
0 si(i,..., %) # (Ji,---, Jk)
se llama k-forma elemental y se abrevia por e/~Jk, Se tiene

entonces:

Teorema. Sip € D entoncesp = Y, (i, ..., i)e

(il,...,ik)EIk
y la representacion es tinica.

770 = Z hill._.likEil’""ik =0&= hil---ik =0 V(il, e ,ik) € 1.

Esta representacion de ¢ se llama expresion normal de

@ y las h;,_;,_se llaman sus “componentes”. Abreviamos

/Zk



i, k= =11, &k == ¢l

Y- Y -F w

(il,...,ik)EIk 1Si1<---<ikﬁn IE.Zk

Sigp=Y helyg =Y hel, entonces p+@ = Y.(hy+hy)e!

IEIk IEIk

ysi f € C(A) entonces fo = Y, fhe!

IEIk

Multiplicacién de formas

Sea ¢ € DF, ¢ € D'. La multiplicacién de ¢ por ¢
denotada por ¢ Ay se define como 0 si k+ ¢ > n. Primero
definimos el producto de dos formas simples y después
lo extendemos al caso general:

Sean fi, f» € C(A), ¢! = ek € DF,  @? = ghrit € DL,

Entonces (fip!) A (29?) 1= % f1 foestk+ € D donde
S1,-.-,5¢ es el (k+ {)-tuplo de las iy, ...,1%, j1,..., Je O-
denado en forma creciente; si dos indices son iguales, se
define como 0; se escoje el signo “+” si la permutacion
necesaria para llevar iy,...,1, j1,..., jc al orden creciente
es pary “—" si es impar.

Con esta definicion se tiene

811/---/Zk o 811/""11(—1 /\ glk — 811 /\ 812 /\ ¢ /\ (C:Zk y Se tiene en



particular las siguientes propiedades:

a) el € DF, el € D = el A&l = (-1) e A €, en particular

e'Nel =—el A ey entonces €' A & = 0.

b)e; = el € D ey = ¢/ € DY, g5 = €K € D" sean formas
elementales. Entonces €1 A (€2 A €3) = (€1 A €2) A &3.

La definicion del producto se extiende por linealidad

a formas arbitrarias:

(p:ZI]gleIEZ)k, gb:;h]efei)g

pApim T gy e A el € D

11<<lk
]1<<]€

y se tiene para @1, ¢, € DX, 1, P, € D

Q) (P1+P2) A(Y1+Y2) = P1AP1+P1A Y2+ P2 A1+ P2 A2
(ley distributiva)

d) p1 € D, € D, 3 € D" =
(p1 A @2) A 3 = @1 A (@2 A @3) (ley asociativa)

e) p € DF, € D' = gAY = (1) A (ley alternante)

n .
Definicién. Sea f € C'. La 1-forma df := Y %51 e D! se
=17



llama la diferencial de f.

Teorema. f,¢ € C' = d(f+Q) = df+dg;d(fg) = fdg+gdf
Observacion: Sea fi(X) := x;. Entonces df; = dxj = ¢/,
luego podemos escribir

el =: dxj, el = ghtrlk = gl Ao A gl = dxi, A ... ANdx;

Definicion. Sea ¢ = ). Qipidxiy A ... Ndx; € DE con

¢; € Cl. Entonces
ng = Z(dgll ik) N dxil VANNIAY dxik

Z Z = dx] A (dxi, A ... Adx;) € DF

Teorema. Si f € C' = D% ¢, 01,0 € D =
(1 + @2) = do1 +da;d(fp) =df A + fdo.
Sip=¢pfe D, v=ye D' =
d(@* A @') = do* A g’ + (=1)p" A dy”.

Si f e C? = d(df) = 2f = 0.
Sipe D= ddp)=d*p=0,si g; € C~

Teorema. 5i ¢; = Z giidx; (j=1,...,n), entonces



Q1A ... A, =det(gij)dxs A ... Adx,,.

Transporte (“pull-back”) de FDA.
Sean A ¢ R",B ¢ R" abiertos y F : A — B una trans-

formacion diferenciable F = (fy, ..., fu); @ =

= Z g[dy[ (S Z)k(B)

Definicién. La composicion (transporte o “pull back”) de ¢

con F se define por

poF = Y (g0 F)dfy A... Adfy € DKA)
I

R"SA5XEsYeBcR"

(f1,eer fm)
A3 G " L ym) € B
DHA) DK(B)
poke—g

Se tienen las siguientes propiedades:

Teorema. F:A — B, @1/ (PZ € Z)k(B), ¢ e @f(B),
f, g € C(B). Entonces

1)(f+goF=foF+goF

2) (pr1+@2)oF=@r1o0F+@yoF



3) (f8)oF=(goF)(foF)

4) (8p)oF=(goF)(@poF)

5 (@AP)oF=(poF)A(oF)
6) d(goF) = (dg) o F
7)d(@oF)=(dp)oF

8) (poF)oG=q@o(FoG)
donde G : B — C.

Ejemplo 1): Sea F el cambio de coordenadas cilindricas

a cartesianas:

X = rcost
y = rsend
z =2z

(x,y,2z) = F(r,0,2)




dx = cos 0dr — rsen6do

dy = senOdr + rcos 0dO
dz = dz
dx Ady = rcos® Odr A dO — rsen®0dO A dr = rdr A dO
dx Ndy ANdz = rdr ANdO A dz.

Ejemplo 2): Sea F el cambio de coordenadas esféricas a

cartesianas:
Z

X = rseng cos 6
Yy = rsengsend

Z = rcosQ

dx A dy A dz = r*senqpdr A do A do.



Integracién de formas diferenciales

Se definen las integrales de linea, superficie, volumen,
etc., mediante la integracion de FDA sobre las imdgenes
diferenciables de intervalos, rectdngulos, paralelepipe-
dos, etc.; imagenes que llamamos simplejos diferencia-
bles.

Sea @ # A c R" abierto o producto de intervalos.

F: A — R" se llama regular en X, € A si 4 vecindad
de Xy tal que F es continuamente diferenciable con

Jr(Xo) # 0. Por calculo sabemos
f g(Y)dY = f (g o F)Y(X)IJr(X)ldX.
F(A) A
Si

¢ :=g()dy1 A -+ Ady,
(o F)(X)dfiA---Ndf, = (@ OF)(X)det( f]

Entonces, si B = F(A),

fB§01= fBg(Y)dY=fBg(Y)d}/1-~dyn-

(X)dxy A -

A dx,,.



ysiJr(X)>0 ¥XeA, [ o=[@oF
Integrales de FDA

Usaremos simplejos diferenciables para generalizar los
conceptos de integracion sobre lineas, superficies, volimenes,
etc.

Sea Q c R" el producto de n intervalos cerrados y
acotados, con interior no vacio. Q es compacto y lo

llamamos n-bloque compacto.

T=(t,...,t) €Q, FT)=(f,..., fu)(T) e R".
Consideramos las ternas S := (Q, F, F(Q)).

Definicién. Sean Q,Q" € R" n-bloques compactos. La
transformacion P : Q" — Q sellama transformacién paramétrica

cuando P es biyectiva, Py P~ continuamente diferenciables y
Jp(T") >0 VT € Q.

Una clase de equivalencia § de ternas S bajo transforma-
ciones paramétricas se llama n—simplejo diferenciable en
R™. La imagen F(Q) de un n-simplejo no depende de la

parametrizacion F y se llama traza de § : S| = F(Q).



X F(1) = F\(r)

X3
F(Q)
F /
@ V\)
XZ
t, /
Xl

Definicion. Sea S = [(Q, F, F(Q))] un n—simplejoen R™ y ¢
una n—forma definida en |S|. Se define

f(P::f(POP
S Q

Se demuestra que laintegral no depende de la parametrizacion

de S.

Ejemplo 1): Integrales de linea. Sean =1y m > 1.
El1-simplejo L = (I, R, R(I)) con X = R(t) = (r1(t), ..., 1m(t)),

t € [a,b], se llama curva diferenciable si R es biyectiva



ydR #0.Siq = Z fi(X)dxj € D'(A), entonces

K wa‘waoMmm

Si interpretamos ¢ como un campo vectorial

F(X) = (fi(X), ..., fu(X)),

se tiene

- [ . _( 2.4}
fz: ?= AX)dxy + -+ + fru(X)dxy, fw |F dR

|

= J(ﬁ .R)dt con X =R(®),
I

dR = (dry,...,dry) = R'(H)dt = (7|(t)dt, ..., v, (t)dt)

“Trabajo desarrollado por la fuerza F alo largo de la
curva £” donde R es el vector de posiciéon. Si t es el
tiempo, R’ es el vector velocidad con que se recorre Ly

es tangente a la curva.

Ejemplo 2): Integrales de superficie. Sean =2y m > 2;
S = (Q, S, 5(Q)) es un simplejo diferenciable con X =
S(T) = (s1(f1, L), - - ., Sm(t1, 1)), con T = (1, 2) € Q c R?,
V=Y giX)dx;Adxje D

1<i<j<m



Entonces fS Y= fQ PoS = fQ E}(gl] o S)ds; A ds;.

Sim = 3, ¥ = gozdxs A dxs + gi3dx1 A dxs + giodx; A
dx; y si a U se le hace corresponder el campo vectorial
G := (91,92 §3) = (€23, 313, §12) y a la parametrizacion S se
le hace corresponder el vector §(t1, ty) = (s1,52,83)(t1, t2),

entonces los vectores 2> at y at son tangentes a la superficie

S5(Q)y at > % at © es un vector normal a la superficie y

-

> dS 078
ot 82

f¢=f G-dA.
S 5(Q)

Lasintegrales sobre n—simplejos se pueden extender facilmente

d dtldtz = ndA

y se tiene

por linealidad a n—cadenas, que son combinaciones li-
neales con coeficientes enteros de n—simplejos y también
definir la frontera de simplejos y de cadenas. Definimos
las i—ésimas caras superiores o inferiores de un n-bloque

Q={(tr,..., tn) 1a; < tj < bj, 1 < j < n} C R" como sigue:

—_—

Qi={(t,... tiy...,t,) eR"™ a;<t;<b;, j=1,...,n,j#i)

paratodai=1,...,n, con

—_—

(t1/°-°/ti/°- )_(tll . ll/ l+1/ .. )_ T EQZ



Definimos la i-ésima cara superior de Q mediante 7' :
Qi» QcR'cont(T) =X, yxj=tisij#iyxi=by
respectivamente la inferior 7;: Q; > Q € R" con
T(T) = Xyxj=t,sij+iyx =a.

Abreviamos 7'Q; =: !, 7;Q; =: S;

X0

b__

2

aj S

!

+ + X
al b1 1

La frontera topolégica de Q es | S'U U Si. Sise pone
9iQ = (-1)"(Q;, 1:Si) y 9'Q := (-1)*(Q;, 7', S') entonces la
frontera orientada de Q es una n—cadena

00 = i (0:Q + 0'Q) y tenemos:

i=1
Teorema. (Teorema de Stokes para n-bloques)

© € D""YQ), Q n-blogue. Entonces ng(p = dego.

El teorema se extiende de inmediato a n—simplejos:
Definicion. Si S = (Q, F, F(Q)) es un n—simplejo, la frontera
dS de S es la (n — 1) cadena dada por dS = i(&’iS +0'S),
donde 9;S := (-1)(Q;,F o 1;,F(S))) y -



aiS — (_1)i+1(Qi/F O Ti/ F(SZ))
Teorema. (Stokes para simplejos)
Sea S = (Q, F, F(Q)) un n—simplejo en R™. F sea dos veces

continuamente diferenciable, @ € D" una vez continuamen-

te diferenciable en una vecindad V de F(Q) = |S|. Entonces
fos® = Jsde-

Ejemplo 1): Si m = n = 2 obtenemos el Teorema de
Green en el plano.

¢ = g1(x, y)dx + ga(x, y)dy.

F(u,v,) = (f1(u, ), fo(v,u)) biyectiva y regular en Q.

Entonces

Jd
d(P = (ang — gl)dx A dy,

& d
fd(p = f (&g2 gl)dx Ady = ff (g1dx + gody).
FQ % 28

Ejemplo 2): Si m = n = 3, se obtiene el Teorema de

Gauss
Y = q1dxy Adxs + godxs A dxy + gadxy A dxy,
S biyectiva y regular en Q S un 3 simplejo en R?,

o0& 3g2
dgb (&xl é’xz 8X3

)dx1 A dx, A\ dxs =



= (div G)dxy A dx, A dxs,
fdgb = Jr (div é)dxldJQ(ix?, =
S

N

= r 170 (glde AN dX3 + gde3 AN dX1 + g3dx1 A de)

Jas P

:f
J|3|

Ejemplo 3): Sin = 2, m = 3 se obtiene el Teorema

(clasico) de Stokes

@ = g1dx + $dy + g3dz

(3g3 dg> 88 883
dy oz

f‘f& (rotG) dA = ‘f|aS|G dA

El operador » de Hodge y su aplicacion a las férmulas

g
yAdz+( )dz/\dx+( 1)dx/\dy

del analisis vectorial.

Definimos un operador * : ¥ — D" por extension
lineal a partir de su accién sobre k-formas elementales.
Definicion.

(dxig Ao ANdx) = 8ig(in, ... 0k J1, -+ Ju—i)(dXj; A

. Adx; ), dondei, # jspara¥Nr=1,..., kyV¥s=1,...,n-k.



SiD>@=Y fi i (X)dxi A...Adx;, entonces
I

+ 1= Z Fri(X) % (dx;, A ... Adx).
I

Teorema. a) =(dx;, A ... Adx;) es la tinica (n — k)- forma
elemental con signo + 6 — que cumple con

(dxiy Ao ANdxg ) Ax(dxg A A dxg) =dxg AL A dxg.
b) p € D = x5 = (1)1 Ngp,
)pp €D = H(fp+gP)=frp+g+y.
Ejemplos: Sea n = 3.
1) Si f € DO, entonces *f = fdx; Adxy Adxs, y*=* f = f.
2) Si a = a1dxy + axdx, + asdx, € D', entonces

*X = alde A dX3 + ade3 A dxl + adel A de/ y

% = (.
3) Si IB = bidxy A dxsz + bodxs A dxq + badxy A dx, € @2,

entonces

*IB = bldxl + bzd.’sz + b3d3€3, y
% * IB = :8
4) Siy = cdx; A dxo A dxz € D3, entonces *y = ¢,y

**)/:7/.



Por lo anterior =+ = ** es la identidad parak=0,1,2,3y

n=3.

Definiciéon. Sea A C R" abierto o n-blogue compacto y

u=uydxy + ...+ uydx, € DY(A). Entonces se define vu :=

(U1, ...,u,) =: 0= U (“campo vectorial en A”) y v U
v U = udxy + ... + u,dx,,.

-

Observacion: v 'U = U, v'lvu = p.

Establecemos ahora la relacién con varias férmulas del
andlisis vectorial, que en particular formalizan, generali-
zan y demuestran facilmente los tres ejemplos anterior-

mente dados.

Teorema. Sea A C R’ abierto o n-bloque compacto,

f:A—>RyU:A — R diferenciables (basta C).

Entonces
grad f = vdf
rot U = v+dv U
div = +d+v 'U.

Teorema. f,¢ : A — R, fl,\7 : A > R’ diferenciables.



Entonces:

grad (fg) = (grad f)g + fgrad g
rot (fl_j) = (grad f) X l:)l + fI'Ot lj[ (X = producto Vectorial)

-

div(fU) = (grad f)- U+ fdivl (- = producto escalar de vectores)
diV(ﬁXV)) = V-rotU-U-rot V
rot (grad )f =0
div rot U = 0.

Definicion. Sea L := (I, R, R(I)) un 1-simplejo diferenciable
con dR # 0y R(I) C A. Entonces

fﬁ-dﬁ::fv_lfl.
|L] L

Observacion: L: vl = fI(V_llj) o R. Nétese que usual-
mente se define en andlisis vectorial la integral de linea
mediante una parametrizacion en funcién de la longitud

de la curva, usando por lo tanto (2 veces) la métrica en

R

Teorema. Sea L una curva diferenciable con R tal que

dR # 0, f continuamente diferenciable en una vecindad

de | £]. Entonces: [ (grad f)-dR = f(R(b)) - f(R(a)), donde



I =1a,b].

Observacion: Si P = (a, P, P(a)) es un 0-simplejo y
@€ D, fp @ :=@oP). JdLesla0-cadena
(b,R,R(b)) — (a,R, R(a)), por lo que si ¢ € DY,
f,, @ = pR®)) - p(R(@)).

Definicion. Sea § = (Q, F, F(Q)) un 2-simplejo tal que el
rango de Jres 2 y U es un campo vectorial continuo en |S|.

Entonces: fl&fl-d/f:: fs*v‘lﬁ

Observacion: La definicidn vectorial usual utiliza también
2 veces la métrica de R’. En particular, si i es el campo

vectorial unitario normal a |S]|, se define

area (S) := f|8| ii-dA.

ﬁ . . .
Teorema. Sea U un campo vectorial diferenciable en una

vecindad de la traza de un 2-simplejo S con rango de Jr = 2.

frotfl-d/fzf U - dR.
IS 0S|

Demostracion:

L*V‘lv*dv‘lﬁ = fsdv‘lfl = fasv‘llj = wa'L_)I-dI_Q).

Entonces:



Teorema (Gauss) Sea S = (Q, S, S(Q)) un 3-simplejo en R’
con jacobiano |Js| > 0y U un campo vectorial en una vecindad

de S(Q). Entonces: f|8|(divljl)dxdydz = flé’SI - dA.

Demostracion: f| Sl(divfl)dxldxzdxg = fl Sl(*d*v‘lfl)dxl dxodxs =
[qd+vU = Lg*v‘1U: Jg U - dA.

Ecuaciones de Maxwell

Indicamos como pueden expresarse las ecuaciones de
la teoria electromagnética mediante FDA, en forma sen-

cilla (usando unidades adecuadas).

Al vector intensidad de campo eléctrico E en R® le
asociamos una 1-forma, que denotamos (abusando de la
notacion) por E, mediante E := v 1E = Eidxi + Erdx, +
Esdxs. Al (pseudo-) vector (o vector “axial”) induccion
magnética B (cuyo sentido depende de la orientacion
del sistema de coordenadas) le asociamos una 2-forma

B = *V_1§ = Bydxy A dxs3 + Bodxs A dxy1 + Bzdxy A dxs.

Entonces div B = 0 y rot E = —%ﬁ = —B se expresan



por

(A)dB =0y dE = —B.

Similarmente, si asociamos la 1-forma H := v—'H al
vector intensidad de campo magnético y las 2-formas
D :=+v Dy J := »v™1] al desplazamiento eléctrico y a la
densidad de corriente eléctrica, respectivamente, vemos

que div D = 4np y rot H = 4] + %5 se escriben
(B) dD = x4mp; dH = *£] + iD.

Las ecuaciones (A) y (B) son invariantes respecto a
transformaciones diferenciables de coordenadas (“difeo-
morfismos”), lo que tiene un profundo significado fisico.
También es facil tratar la invariancia relativista de las

ecuaciones de Maxwell.

A partir de las ecuaciones anteriores se pueden definir
formas diferenciales correspondientes a los potenciales y
deducir soluciones de dichas ecuaciones . Para encontrar

soluciones es util el “Lema de Poincaré” y que damos sin



demostracion.

Definiciéon: Un conjunto A C R" se llama “estrellado”,
cuando dXp € A>3 VX' € A, X = Xp + (X' — Xp)t € A para
Y0 <t < 1. Esto es, para todo X' € g, el segmento de

recta de Xp a X’ estd completamente en A (ver figura).

Teorema. (Lema de Poincaré) Sea A c R" abierto y

estrellado, ¢ € D*(A) tal que dp = 0. Entonces

i € DFY(A) tal que ¢ = di.

Corolario: 1.-Sirot U =0en A,3 f diferenciable en A
tal que U = grad f.

2.-SidivV =0enA,3 campo vectorial U diferenciable



en A tal que V = rot U.
3.- Si f es diferenciable en A, AU tal que f = divU.

Estas tres propiedades resultan inmediatamente del

Lema de Poincaré:
1) rot U=0=vs+dvilU=0=>dviU=0=
A =feDv'U=df = U=vdf =grad f.
NdivV =0 #d+v IV =0=dsv1=0=
WeD +vWV=dp=+svV=vlV=sd)=
\7:V>edgb=>\7:rot L_)Iconflsz.

3)*feDP =dx+f=0= A € D*tal que *f = dy =
f=xdp= f=sdp=xdsy/,con/ =s¢p =v U e D' =
£ =divl.

Otras aplicaciones y generalizaciones

Analisis complejo



Seaz =x+iyyZz=x—iy. Entonces x = 3(z +2),
y = 5(z-2)
dz :=dx +idy dz = x —idy
A c C abierto o 2-bloque
f:A—>C, con f=u+iy,

sea diferenciable en el sentido real, esto es

du _ % g—; dx
do % 3—; dy
. u u Jv Jv
df :=du+idv = adx + 8_ydy + z(adx + a—ydy)

afdx+8fdy

Expresando a x y y en funcién de z y z y definiendo

d ._1 d _ :d 1 d | 20 .

df = fdz+ajzcdz—8f+8f

La condicién que expresa que df es una diferencial

lineal compleja en dz es aa—j; = 0, lo que equivale a
gﬁ + 1 ajyc 0, o equivalentemente

Ju Jv Ju  Jv

ox 8y y 8]/ o’



que se llaman las “Ecuaciones de Cauchy-Riemann”.

Se define: f holomorfa en A :& f es diferenciable y

satisface las condiciones de Cauchy-Riemann.

Para desarrollar la teoria de integrales complejas, in-

troducimos la integral de linea en C.

Si ay B son k—formas reales en A ¢ R* = C como antes
(k =0,1,2,), definimos también d(a + i) = da +1df y
si ¥ y 0 son ¢ formas reales en A, (a + 1) A (y +10) :=
aANy—BAO+i(BAY+aAd)ysimilarmente el transporte

de una forma compleja.

Por lo tanto, d(fdz) = Zdz A dz y d(fdz) = 0'sf y s6lo sf

f satisface las condiciones de Cauchy—Riemann.

Si$ = (Q, F F(Q)) es un k—simplejo diferenciable en A,

escribimos F = f; +if, y si ¢ = a + if es una k—forma en

S|, definimos fS(oc +1f) = fsoc + ifsﬁ.

Teorema integral de Cauchy: Si f es holomorfa en A,

entonces f& sf(@)dz = 0 para cualquier 2-simplejo dife-



renciable S con |S| C A.

En efecto, en virtud de que d(fdz) = 0, se tiene, por el

teorema de Stokes, f& g fdz = fsd( fdz) =

Otra consecuencia sencilla de las notaciones anteriores

es la factorizacion del Laplaciano: A = &5 + = = 1
Variedades diferenciables (reales y complejas)

Las propiedades invariantes de las FDA bajo trans-
formaciones de coordenadas permiten su generalizacion
directa a las variedades diferenciables, ya que estas estan
definidas localmente como abiertos en R" con transfor-
maciones diferenciables entre los cambios de coorde-

nadas locales.
Grupos (moédulos, anillos) de cohomologia

Como d? = 0, puede formarse la siguiente sucesion

0D L pts Lo



Si g € DFysidp = 0 decimos que ¢ es cerrada y
denotamos por A" al subconjunto (subespacio) que con-
siste de las formas cerradas en DF. Si existe una forma
i € D! tal que ¢ = di, entonces decimos que ¢ es
exacta y observamos que una forma exacta es también
cerrada porque d*> = 0. Por lo tanto dD*!, el espacio
de formas exactas es un subespacio de A’ y podemos
formar el espacio cociente H* := A*/dD*! de formas

exactas respecto a las cerradas dD*! c A c D,

Estos espacios se llaman espacios (grupos, médulos)

de cohomologia de de Rham.

En variedades diferenciables la cohomologia de de
Rham es isomorfa a las cohomologias de Cech, la sim-
plicial y a la singular, que se definen en topologia alge-
braica, lo que nos relaciona intimamente las propiedades

geométricas con las propiedades analiticas en las varie-



dades diferenciables.
Analisis en cuaternios y en dlgebras de Clifford

El anélisis complejo sobre C puede extenderse a los

cuaternios I y a dlgebras mas generales:
/IR” /C2—>
R—C \ H

(K (esp. vector.)

O—A (4lgebras de C-D)

Ct,—Ct, (antisim., asoc.)
1,i » C ?=-1
1,i,j, k—H i’=j°=k*=-1, ij = —ji, etc.




Se puede hacer anélisis sobre C¢,,, definiendo operado-

res diferenciales similares a los de Wirtinger:

boel o2 0
dxo X1 "ox,,

f) = eoi+eli+---+en I .
dXo X1 X,

Como en C se define a las funciones holomorfas (regu-
lares, monogénicas, hiperholomorfas,...) como elemen-
tos con D f = 0, y se obtienen los teoremas de Stokes,
Cauchy, Bergman, se factoriza el Laplaciano: DD = A =

f)D, etc.

Por ejemplo, el teorema de Stokes se expresa como

sigue:

f(fD)-g+f-(Dg):ff-g, donde
G G

(fD) = ) (9f)e;; Dg=)_eldig),
paraf,g:G — Cl,; GcR™.
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