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Plano proyectivo Espacio proyectivo

Variedades proyectivas

Ejemplos
El plano proyectivo

Definicién: RP? es el conjunto de todas las rectas en R3 que pasan
por 0.

Contiene al plano (euclidiano) R?
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Formalmente: (Ejem. como espacio topoldgico)

RP? = R3 — (0,0,0) / (z,y,2) ~ (Ax, \y, \z)
VA eR*

Clases de equivalencia: [z :y:z] (coordenadas homogéneas)

[x:y:z]=[Ax: Ay Az], A#0
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El plano afin:

U={[z:y:2]€RP? | 2#0} =5 R?

woy:d=5:1:1 — (D)

z

Puntos al infinito:
{[z:y:00€RP? | (z,9) # (0,00} ~ &'

=W, UW, con Wi, Wy = R
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Cartas coordenadas:

Us={[r:y:2] €RP? | z#0}

Uy={lz:y:z] eRP? | y#0}

U,={|z:y:2] €RP? | z#0}
= RP’=U,UU,UU,

e U,,Uy,, U, son homeomorfos a R?.

e Cambios de coordenadas son suaves.

RP? es una variedad de dim. 2 (geom. diferencial)
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El plano de Fano

Definicién: Es el “plano proyectivo” sobre Fy = {0, 1}.

e Subespacios de dim 1 de (F3)?
e 7 puntos (y 7 rectas)
e 3 rectas por cada punto

e 3 puntos en cada recta

Cuaternios: Octonios: (nimeros de Cayley)
H =R = £(1,i,5,k) 0O=R®=L(1,e1,.

Z‘2:j2:k2:_1

. e7)
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el| e5 | —ed|-e2| -1
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Espacio proyectivo de dim. n

K= R, C & un campo arbitrario

Definicién: El espacio proyectivo P"(K) es el conjunto de rectas en
K"+ que pasan por el origen.

Pr(K) =K' - {0} / T~ VT#£0
Ve K~

Clases de equivalencia: (coordenadas homogéneas)
2021t ... tzp) =[A20 s Azt oot Azy) A#£0
Cartas coordenadas:
U={lz0:21: ... :2,) € P"K) | z; #0}

= Pn(K):U(]UUlU...UUn
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Topologia: RP"6CP" si K=R6C (respect.)

RP! — Al U A0 ) CP!  esfera qe Riemann

Plano proyectivo complejo:
CP? = CP'UA?
=52 Uy et

donde 1n:8%—= 52 mapeo de Hopf

= S50(3) gpo. de rotaciones n(z,w) = {z/w w#0

de R? ©  w=0
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Cerradura proyectiva de una cénica

Yy=x z=1
Puntos: (x, 22, 1)

Rectas: (tx, tz?,t), t#0

(tx)? = (tz*)t

z? =yz

V={lz:y:2]eP?| 2> —yz=0}

cerradura proyectiva

(Visualizar en R®: teclear z=x " 2 /y en Google)
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Variedades algebraicas en P

e Se usan polinomios homogéneos en Clzy, ..., zp].

® PGL,+1(K) = GLy41(K)/K* actda en P™. En particular, PG L5 (K)
actda en P? = At U {oo}:

b
[Z d}[z:w]H[az—i—bw:cz—i—dw] w=1 [z:l]b—)[‘c‘jj_'szl]
Plano euclidiano R? Plano proyectivo P?
e 3 tipos de cénicas (no degeneradas) e Una cénica (no degenerada)

B N Q)

e 72 tipos de cubicas enumeradas por

e 3 tipos de cibicas (salvo equiva-
Newton

lencia proyectiva)
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Ejemplo: Pardbolas divergentes de Newton: las curvas y = g(x) y

y* = g(z) / /
/ [

/ /
N

2% 4 22 PLERrL S | 22422 4z41
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b
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Curvas Elipticas
Definicién: Una curva eliptica E es una curva ctibica suave en P2.

A = lattice en C C/A

Teorema: Para toda E existe una lattice A = (1,7), con Im(7) >0
c/(1,7y —— E C P?
2 = [Lip(z): 9'(2)]
e © es la funcién de Weierstrass

@(Z)Izlg‘f‘Zﬁ—%

weA

e B, 2F., < T’:ﬁ

alguna (‘c1 2) € SLy(Z) Espacio moduli de curvas elipticas
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La cubica de Fermat

Superficie en A dada por:

By =1

En el espacio proyectivo P3:

3 3 3 3

Teorema: Toda superficie ctuibica suave en P? contiene 27 lineas.
(ver video)

Las 27 lineas en V son:
e 9 lineas de la forma (xq : azg : ¥ : bxy) con a® =b% = —1.

e 18 “conjugados” bajo permutacién de coordenadas.


https://youtu.be/lLBOiiFs87Q
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Superficie ctbica de Clebsch

Lugar geométrico de puntos
(g : @1 :29:x3: 1) en P4
que satisfacen:

To+x1+xo+ax3+x4=0

i+ ad+ad+ai+ai=0
Eliminando zq, es isomorfa a:

o} 4+ 23 + o+ 2} = (1 + 22 + 23+ 24)° en P

e “Blow-up” de P2 en 6 puntos.
e Grupo de simetrias es el grupo simétrico S5 (Unica salvo iso)

e Las 27 lineas son reales.
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Variedad de Veronese

Superficie de Veronese: imagen del
encaje  v:P? - P

vigiy 2l =2yt 2 oy az o yz]

Mapeo de Veronese de grado d:

d
vy P" — P™ con m:<n+>—1

en=1d=2[2%:2y:9%

Coord. afines: (z,22), pardbola.
e n=1, d=3: cubica labeada

[x3 cxly s ay? y3]

Coord. afines: (¢, t2, t3)
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Variedad de Segre %, ,,,

Encaje de Segre:
oc:P"x P"* — PEtDim+)-1

([X], [Y]) == [xoyo:Toyi:.--:TilYj:.-.: TnYm]

e Cuddrica en P3:

Variedad en P? dada por:

20 2
det = Z0R3 — R1Rk2
Z2  Z3

P! x P!
e 3-fold de Segre X; en P5: Y12 NP3 = cdbica labeada

o Restriccibna A CP™ xP" es el mapeo de Veronese
vy 1 P — pri+2n (grado 2)
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