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La base son los conjuntos convexos ociones o
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Un subconjunto B de un espacio vectorial es convexo si

M+ (1-N)zeB V x,ze B, Xe][0,1]] CR.

Teorema. Dados dos subconjuntos convexos Ay B de un
mismo espacio vectorial:

e Suma A+ B e interseccion AN B son convexos.

e El producto AB es convexo para todo A € R.

Nota: Los unicos subconjuntos convexos de R son los
intervalos (conexos) abiertos, cerrados o semicerrados.
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El medio son las funciones convexas
E. S. Zeron
Dado un convexo B, la funcién g : B — R es convexa si

g0+ (1-N)z) < Ag(x) + (1-Ng(2)

(1)
V x,ze B, Xe(0,1)CR.

Teorema. Sea h: U — R convexa en un intervalo abierto
U C R, entonces h es continua.

Contra ejemplo: °f
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Una matriz M € R™" es semidefinida positiva si
u!Mu>0 V wueR"

Como toda matriz M = S + A se descompone en una
matriz simétrica S mas una antisimétrica A, entonces

u!Mu=utSu VvV ueR".

Ya que: u'Au = (vtAu)t = utAtu = —utAu=10. Como
una matriz simétrica es diagonalizable, S es semidefinida
positiva cuando todos sus eigenvalores son no negativos.
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Teorema. Dado Q C R” abierto, g € C2(R) es localmente
convexa si y sélo si su Hessiano es semidefinido positivo.

82g(x) x € Q
t _ t _ o\N7 > Y
u [Hg]u-u { X Xk}u 0 V ueRM

Demostracion. Suponga que g es localmente convexa.
Para todos x € Q, u € R” y € > 0 muy pequefio,

g(xteu) + g(x—cu)

5 = g(x) + e2ut[Hg]u + o(£?).

g(x) <

Asi, el Hessiano [Hg] > 0 es semidefinido positivo en Q.
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Funciones segundo derivables en 2 C R”
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Cuando n =1, la demostracién del resultado opuesto es
clsica: h € C?(R) es localmente convexa si h”(t) > 0.

Assuma que [Hg] > 0 en Q y tome un intervalo Z C Q
con puntos extremo x, z € €. Defina la funcién:

G(A) == g(Ax+ (1-XN)z) — Ag(x) — (1-N)g(2).
G(0) = G(1) =0y G(A) <0 es convexa, pues

G"(\) = (x—y)'[Hgl(x—y) =0 ¥V Ae[0,1]

Entonces, g es localmente convexa en (2.
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1) Una funcién g € C%(Q) es localmente convexa si y sélo
si su Hessiano es semidefinido positivo: [Hg] > 0 en Q.

2) g € C%(Q) es subharménica si y sélo si su Laplaciano:

~ 0%g(x)
2 — — >
Vg kE_l (0,7 traza[Hg] >0 V xe€Q.

3) g € C?(R) es localmente g-convexa cuando [Hg] tiene
a lo méas g eigenvalores estrictamente negativos para todo
x € Q. Asi: 0-convexo es lo mismo que convexo.
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E. S. Zeron

Sean h, o € C}(R), tal que ¢ tiene soporte compacto,

/ h(t) ' (£)dt = —/ W (E) o(t)dt.
R R
Dadas funciones integrables gx : R — R para k =1, 2,

decimos que g» es la derivada distribucional de gy, si para
toda ¢ en C2°(R) con soporte compacto

[a0e0d=- [ e e
JR R
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Diferenciales débiles (sentido distribucional)
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Nota, g € C?(2) es harmdnica en el abierto Q C R”, si
ambas g y —g son subharménicas; i.e., V2g = 0 en Q.

Lema de Weyl. Sea h: Q2 — R integrable, con Laplaciano
igual a cero en el sentido distribucional; i.e., para toda ¢
en C2°(£2), con soporte compacto en 2

/ h(x) V2p(x)dx = 0.
Q

Entonces h es infinitamente derivable y harménica.
Ojo, el Laplaciano V? es un operador lineal.
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Dado un abierto Q C R" y el espacio S” C R"*" de
matrices simétricas. Un operador (tal vez no lineal)

FOXxRxR"xS" >R
es eliptico degenerado si y sélo si

F(x,u,v,A) < F(x,u,v,B)

)

paratodos x € Q, ueR, veR” yA>BenS"
i.e., tal que A— B > 0 es semidefinida positiva.
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Sea v € C?(Q) una solucién F(x,v, Vv, Hv)|x = 0.
Dada ¢ € C?(), si v — ¢ toma su maximo en ¥ € ,
V(i —9)(%)=0,  H—¢)(X) <0,
F(x,v,Vo,Hp)|lx < F(X,v, Vv, Hv)|x = 0.

Si v —  toma su minimo en X € €2, entonces

H(V_(P)()\Z)EO? F(%:V;V%HQO)\%ZO
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Sub-soluciones viscosas
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Una funcién u : Q — R, semicontinua superiormente, es
subsolucién F(x, u, Vu, Hu) < 0 en el sentido viscoso si

F(X,u,Vo,Hp)|x <0

para toda funcién de prueba ¢ € C?(Q) tal que u — ¢
toma su maximo en X € €.

De igual forma, u : 2 — R, semicontinua inferiormente,
satisface F(x, u, Vu, Hu) > 0 en el sentido viscoso si
F(X,u, Vi, Hp)|x > 0 para toda ¢ € C2(R) tal que

u — @ toma su minimo en X € Q.
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Teorema. Sea u: Q2 — R semicontinua superiormente, u es
localmente convexa si y sélo si el Hessiano —[Hu] < 0 en el
sentido viscoso; i.e., si y sélo si —[Hy]y < 0 para toda

¢ € C%(Q) tal que u — ¢ toma su méaximo en X € Q.

Demostracién. Tome u localmente convexa y ¢ € C?(Q)
tal que u — ¢ < 0 toma el maximo cero en X € Q2.

u(X+eu) + u(X—eu) -
> <

< > (%) + 2ut[Hp|u + o(e?).



Soluciones viscosas

Convexidad en el sentido viscoso
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para todos u € R" y £ > 0 suficientemente pequefio.
Luego entonces, —[Hy]y < 0.

Para el resultado opuesto, nos restringinos sin pérdida de
generalidad al caso n = 1. Si u no es localmente convexa,
existen A € (0,1) e intervalo [x,z] C Q C R con

u(y) > du(x) + (1-Nu(z), y=Ix+(1-N)z.

Tome ¢ € C?(R) estrictamente céncava (¢” < 0) tal que

:»O(X) = Z(X% u(y) > o(y) > Au(x) + (1=\)u(z).
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Convexidad en el sentido viscoso
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Sea y € (x, z) el punto donde u — ¢ toma su maximo
(u es semicontinua superiormente). Por hipétesis,
—u"” <0 en el sentido viscoso, entonces —¢"(y) < 0.

Esto es una contradiccién a la concavidad estricta de ¢
(p” < 0). Luego, u es localmente convexa en Q.

Nota: Las derivadas de ¢ se calculan solamente en los
puntos donde u — ¢ toma su maximo. Asi, si u no es
derivable en algln punto X € €, es posible que no exista
© tal que u — ¢ toma su maximo en X.
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Ejemplo de funcién convexa
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La 2da. derivada de x — |x| satisface —|x|” < 0 en el
sentido viscoso en (—1,1) C R. De entrada, no existe
¢ € C? tal que |x|—¢(x) toma su maximo en el origen 0.

De hecho, basta con tomar ¢(0) = 0. Con ello, es facil
ver que no existe p € C2 tal que |x|—p(x) < 0 toma su
maximo en el origen 0.
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Ejemplo de funcién convexa
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Como |x| es lineal para todo x # 0, si ¢ € C? es tal que
|x|—p(x) toma su maximo en X # 0, entonces es facil
verificar que —¢’(X) < 0. Con todo lo cual, —|x|” <0
en el sentido viscoso en (—1,1) C R.

Pero x — |x| no satisface —|x|” > 0 en el sentido viscoso
en (—1,1) C R, pues |x|—x? > 0 toma el minimo cero en
x =0, pero —(x2)" = 2.
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Harmonicidad en el sentido viscoso
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Teorema. Sea v : Q2 — R semicontinua superiormente
en el abierto 2 C R", u es subharménica si y sélo si el
Laplaciano —V2u < 0 en el sentido viscoso: i.e., si y sélo
si —V2p|x < 0 para toda ¢ € C%(Q) tal que u — ¢ toma
su maximo en X € Q.

Corolario. Una funcién continua u : £ — R es harménica
en el abierto Q C R” si y sélo si el Laplaciano —V?u =0
en el sentido viscoso; i.e., si y sélo si —V2p|z < 0 (resp.
—V?p|x > 0) para toda ¢ € C%(Q) tal que u — ¢ toma su
maximo (resp. minimo) en X € Q.
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g-convexidad '
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El nimero de eigenvalores estrictamente negativos de una
matriz simétrica es un operador eliptico degenerado, mas
no continuo. Si A—B > 0 en S”, entonces B tiene mas
eigenvalores estrictamente negativos que A.

Definicién. Una funcién semicontinua superiormente
u:Q — R es g-convexa, si para toda ¢ € C%(Q) tal que
u—g toma su maximo en algin X € Q, se satisface que
[Hpx tiene a lo mds g > 0 eigenvalores estrictamente
negativos en X.

Asi: 0-convexo es lo mismo que localmente convexo.
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Ejemplo de g-convexidad
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La funcién g := (x®+y2—2)? es subharménica y 1-convexa
en el complemento de la bola unitaria, pues

. _ _ [12x%+4y%-8 8xy
Hessiano : [Hg] = 8xy ax2112y% 8|
Pues V2g = 16(x?*+y?—1) > 0 cuando x*+y? > 1.

Sin embargo, h := |x|—y? es 1-convexa,
pero no subharménica en R2.
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Teorema. La propiedad de ser g-convexo es invariante bajo
difeomorfismos de R”, pues los difeomorphismos inducen
cambios de base en el Hessiano; y éstos no alteran el nimero
de eigenvalores positivos, negativos o cero.

Ejemplo. La propiedad de ser [sub] harménico no es
invariante bajo difeomorfismos. Tome F(x,y) = (x,2y):

g = s? — t2 es harménica, [Hg] = (%)

goF = x% — 4y2 no lo es, [H(goF)] = (02—%)
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Variedades Riemannianas
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Dada v : M — R semicontinua superiormente en una
variedad Riemanniana M, u es g-convexa, si todo punto
en M tiene un sistema local de coordenadas en donde el
Hessiano [Hu] tiene a lo mds g > 0 eigenvalores
estrictamente negativos en el sentido viscoso.

Esta definicion esta bien hecha, pues la g-convexidad local
es invariante bajo difeomorphismos.
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Funciones semicontinuas super. en 2 C R”
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1) Una funcién g € SCS(Q) es localmente convexa si y
sélo si su Hessiano real satisface la desigualdad:

>g(x)
anan

—[H®g] = —{ ] < 0 en sentido viscoso en €.

2) g € SCS(QQ) es subharménica si y sélo si su Laplaciano:
—~V2g = —traza[H®g] < 0 en el sentido viscoso en Q.

3) g € SCS(Q) es g-convexa cuando [HRg] tiene a lo mas
g > 0 eigenvalores estrictamente negativos en el sentido
viscoso en €.



Funciones semicontinuas super. en U C C" e e
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1) Una funcién ¢ € SCS(U) es plurisubharménica si y
sélo si su Hessiano complejo satisface la desigualdad:

Y(2)
020z

—[HEy] = —{ ] <0 en sentido viscoso en U.
2) ¢ € SCS(U) es subharménica si y sélo si su Laplaciano:
—V2yp = —4traza[H%] < 0 en el sentido viscoso en U.

3) ¢ € SCS(U) es g-plurisubharménica cuando [H®4)] tiene
a lo mds g > 0 eigenvalores estrictamente negativos en el
sentido viscoso en U.
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Un conjunto abierto U C C” es Stein:

» siy sélo si existe una funcién holomorfa h € O(Q)
que no tiene extensién holomorfa fuera de Q.

P siy sdlo si existe una funcién exhaustiva plurisub-
harménica v : U — R que diverge a +00 cuando
z € U se acerca a 0U.

Notas: Dada cualquier funcién holomorfa h, sus partes
real R(h) y compleja I(h) son ambas plurisubharménicas.

La interseccién de conjutos Stein también es Stein.
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Conjuntos Stein en C
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Dado un conjunto compacto K C C”, su envolvente
polinémialmente convexa se define como:

K = {zeC":|p(z)| < |pllk, ¥ polinomio p}.
Su envolvente holomdrficamente convexa es:

H(K) = ﬂ{U C C": U vecindad Stein de X}.

Dados un abierto Stein U ¢ C? y un compacto K C Cu
en el complemento, las diferencias U\K y U\H(K) son
abiertos Stein. Este resultado falla en C"” con n > 3.



La figura de Hartogs no es Stein elucones viscosss
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({\zl\ <1 x{|z| < 5}) U ({1_5 <la| <1} x{|z| < 1})
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Las funciones convexas, g-convexas, subharménicas,
plurisubharménicas y g-plurisubharmoénicas satisfacen
la propiedad del maximo local cuando 0 < g < n.

Definicién. F : Q — [—00, 00) tiene la propiedad del
maximo local, si para cualquier bola compacta B C €2,
la restriccién F|g toma su maximo en la frontera 0B.

M3s alin, F tiene la propiedad del maximo local en
X =QnN X, si para toda bola compacta B C €, la
restriccién F|y g toma su miximo en X N 0B.
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Conjuntos g-maximales de Stodkowski
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Definiciéon. Dados 0 < g < ny un abierto V C C", el
conjunto X = V N X se dice g-maximal en V siy sélo
si toda funcién g-plurisubharménica ¢ : V — R tiene la
propiedad del maximo local en X.

Teorema. X = V N X es g-maximal en el abierto V siy
sélo si —dist?(-, X) es (n—qg—1)-plurisubharménica en V.
Lo anterior si y sélo si la siguiente funcidn caracteristica es
(n—qg—1)-plurisubharménica en V/,

{ 0 sizelX;

X(Z) - —0O en otro caso.
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Tome 0 < g < ny un compacto K C C". El cerrado M\ K
es g-maximal en el complemento CK cuando:

a) M= K9 es la envoltura g-plurisubharménica:

K9 — {zeC:y(2) < m’?m/;, ¥ g-p.s.h. en C"}.

b) M = H4(K) es la interseccién de todas las vecindades
g-pseudoconvexas U; de K en C".
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Definicién. Dado 0 < g < n, un abierto U C C" es
g-pseudoconvexo si existe una funcién exhaustiva
g-plurisubharménica ¢ : U — R que diverge a +00
cuando z € U se acerca a 0U.

La interseccién de conjutos g-pseudoconvexos también es
g-pseudoconvexo. Los conjutos 0-pseudoconvexos son
precisamente los abiertos Stein.
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Conjuntos g-pseudoconvexos
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Teorema. Dados 0 < g < n—2 y un abierto V C C", el
conjunto X = VN X es (n—g—2)-maximal en V siy sélo
si —Indist(-, X) es g-plurisubharménica cerca de X en V.
Id est, siy sélo si el abierto V\ X es g-pseudoconvexo.

Obviamente, el caso mas interesante es cuando g = 0.
Corolario. Si V es g-pseudoconvexo y K es un compacto

en el complemento CV, entonces la diferencia V\I es
g-pseudoconvexa cuando M es K"~972 or H,_q_2(K).
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Conjecturas y problemas
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Conjetura. Si X C C" es un cerrado g-maximal, entonces
X tiene un sistema de vecindades g-pseudoconvexas. Una
afirmacién mas fuerte es que dist?(-, X) es g-plurisub-
harménica en C".

Como la funcién negativa —dist?(-, X) es (n—g—1)-p.s.h.,
su Hessiano complejo debe tener (en el sentido viscoso)
< n—qg—1 eigenvalores negativos, < g eigenvalores
positivos y al menos un eigenvalor cero.
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Conjecturas y problemas
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Definicién. Dados 0 < g < 2ny un compacto K ¢ C",
su envolvente g-convexa estd dada por:

Ki={zeC":y(z) < m}?xw, ¢ g-convexa en C"}.

Pregunta. Si V C C" es un abieto Stein y K es un
compacto en el complemento CV,
ipara qué valor de g el abierto V\ K9 es Stein?
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