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I El Browniano ha dominado las matemáticas financieras debido
a que es utilizado para modelar el precio de activos financieros

I En el caso del proceso de Bessel, este proceso está relacionado
con los modelos de Cox, Ingersoll y Ross (1985), con el
modelos de volatilidad estocástica de Heston (1993), y el
modelo CEV de Cox (1976), por mencionar sólo algunos.
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I (Lévy 1948) Désiré André usa el principio de reflexión para
determinar la densidad del primer cruce de frontera a un nivel
constante, i.e. Ta := inf{t ≥ 0|Bt = a}

P(Ta < t) = P(Ta < t,Bt > a) + P(Ta < t,Bt < a)

P(Ta < t,Bt > a) = P(Bt > a)

P(Ta < t,Bt < a) = P(Ta < t,Bt > a) reflexión

P(Ta < t) = 2P(Bt > a) =

∫ t

0

|a|√
2πu3

e−
a
2u du.

Sea h(t, a) := P(Ta ∈ dt).
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I (Lévy 1948) Désiré André usa el principio de reflexión para
determinar la densidad del primer cruce de frontera a un nivel
constante, i.e. Ta := inf{t ≥ 0|Bt = a}

P(Ta < t) = P(Ta < t,Bt > a) + P(Ta < t,Bt < a)

P(Ta < t,Bt > a) = P(Bt > a)

P(Ta < t,Bt < a) = P(Ta < t,Bt > a) reflexión

P(Ta < t) = 2P(Bt > a) =

∫ t

0

|a|√
2πu3

e−
a
2u du.

Sea h(t, a) := P(Ta ∈ dt).

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel



Outline
Motivación

Proceso de Bessel
Difusiones controladas

Procesos y Puentes de Bessel

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel



Outline
Motivación

Proceso de Bessel
Difusiones controladas

Procesos y Puentes de Bessel

I Sea B̃t := Bt − bt un Browniano bajo la medida única P(b)

que satisface

P(b)(A) := E[IAZt ]

donde Zt := exp

{
bBt −

1

2
b2t

}
utilizando el Teorema de muestreo opcional

P(b)(Ta < t) = E[I(Ta<t)Zt ]

= E[I(Ta<t)Zt∧Ta ] = E[I(Ta<t)ZTa ]

= E[I(Ta<t)e
ba− 1

2
b2Ta ].

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel



Outline
Motivación

Proceso de Bessel
Difusiones controladas

Procesos y Puentes de Bessel

I Sea B̃t := Bt − bt un Browniano bajo la medida única P(b)

que satisface

P(b)(A) := E[IAZt ]

donde Zt := exp

{
bBt −

1

2
b2t

}

utilizando el Teorema de muestreo opcional

P(b)(Ta < t) = E[I(Ta<t)Zt ]

= E[I(Ta<t)Zt∧Ta ] = E[I(Ta<t)ZTa ]

= E[I(Ta<t)e
ba− 1

2
b2Ta ].

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel



Outline
Motivación

Proceso de Bessel
Difusiones controladas

Procesos y Puentes de Bessel

I Sea B̃t := Bt − bt un Browniano bajo la medida única P(b)

que satisface

P(b)(A) := E[IAZt ]

donde Zt := exp

{
bBt −

1

2
b2t

}
utilizando el Teorema de muestreo opcional

P(b)(Ta < t) = E[I(Ta<t)Zt ]

= E[I(Ta<t)Zt∧Ta ] = E[I(Ta<t)ZTa ]

= E[I(Ta<t)e
ba− 1

2
b2Ta ].

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel



Outline
Motivación

Proceso de Bessel
Difusiones controladas

Procesos y Puentes de Bessel

I Sea B̃t := Bt − bt un Browniano bajo la medida única P(b)

que satisface

P(b)(A) := E[IAZt ]

donde Zt := exp

{
bBt −

1

2
b2t

}
utilizando el Teorema de muestreo opcional

P(b)(Ta < t) = E[I(Ta<t)Zt ]

= E[I(Ta<t)Zt∧Ta ] = E[I(Ta<t)ZTa ]

= E[I(Ta<t)e
ba− 1

2
b2Ta ].

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel



Outline
Motivación

Proceso de Bessel
Difusiones controladas

Procesos y Puentes de Bessel

I Sea B̃t := Bt − bt un Browniano bajo la medida única P(b)

que satisface

P(b)(A) := E[IAZt ]

donde Zt := exp

{
bBt −

1

2
b2t

}
utilizando el Teorema de muestreo opcional

P(b)(Ta < t) = E[I(Ta<t)Zt ]

= E[I(Ta<t)Zt∧Ta ] = E[I(Ta<t)ZTa ]

= E[I(Ta<t)e
ba− 1

2
b2Ta ].

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel



Outline
Motivación

Proceso de Bessel
Difusiones controladas

Procesos y Puentes de Bessel

I Sea B̃t := Bt −
∫ t
0 f ′(u)du un Browniano bajo la medida única

P(b) que satisface [Bernoulli (2013)]

P(b)(A) := E[IAZt ]

donde Zt := exp

{∫ t

0
f ′(u)dBu −

1

2

∫ t

0
(f ′(u))2du

}
utilizando el Teorema de muestreo opcional

P(b)(Ta < t) = E[I(Ta<t)Zt ]

= E[I(Ta<t)Zt∧Ta ] = E[I(Ta<t)ZTa ]

= E[I(Ta<t)e
∫ Ta
0 f ′(u)dBu− 1

2

∫ Ta
0 (f ′(u))2du].
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I Theorem 6.2. The density ϕ of the first passage time is
related to a solution of the heat equation ω as follows

ϕ(t, a) = ω

(
t, a +

∫ t

0
f ′(u)du

)
and, given that {Xu}0≤u≤t is a 3D Bessel bridge, it is
bounded by

h(t, a)e−af
′(0)− 1

2

∫ t
0 (f
′(u))2du−

∫ t
0 f ′′(u)E[Xu ]du

≤ ω
(
t, a +

∫ t

0
f ′(u)du

)
≤ h(t, a)e−af

′(0)− 1
2

∫ t
0 (f
′(u))2du.
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Puente de Bessel
Puente de Bessel n = 3
Movimiento Browniano con deriva lineal

I El proceso de Bessel X de orden n se puede caracterizar como

Xt = ‖Bt‖

donde ‖ · ‖ es la norma Euclideana en Rn y W es un
Browniano en Rn.

I El proceso de Bessel X de orden n es solución de la siguiente
ecuación diferencial estocástica

dXt =
n − 1

2

1

Xt
dt + dBt

en este caso B es un proceso de Bessel en R y X0 = 0.
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Puente de Bessel n = 3
Movimiento Browniano con deriva lineal

I El puente de Bessel de orden δ, que comienza en X0 = a y
alcanza c = 0 en t = T es solución a

dXt =

(
δ − 1

2

1

Xt
− Xt

T − t

)
dt + dBt , t < T . (1)

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel
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Puente de Bessel n = 3
Movimiento Browniano con deriva lineal

I Tenemos que para n = 3 y usando (1), la dinámica de X es

dXt =

(
1

Xt
− Xt

T − t

)
dt + dBt , t < T . (2)

Aśı mismo dado que (note que h es solución a la ecuación de
calor trasera)

h(t, x) :=
x√

2π(T − t)3
e
− x2

2(T−t)

podemos expresar (3) como

dXt =
hx(t,Xt)

h(t,Xt)
dt + dBt , t < T .

G. Hernández del Valle Puentes de Bessel
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Puente de Bessel n = 3
Movimiento Browniano con deriva lineal

I La dinámica de un Bronwiano con deriva lineal b es

dXt = bdt + dBt , t < T . (3)
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2
b2t
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